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Vorwort. 



INachdem der erste Band meiner »Einführung in die Grund- 
lagen der Geometrie« im Herbst 1893 erschienen ist, wird es 
mir erst jetzt möglich, den zweiten Band folgen zu lassen und 
dadurch das Werk zum Abschlufs zu bringen. Ich kann aber ver- 
sichern, dafs ich in der Zwischenzeit, soweit es eine anstrengende 
Lehrthätigkeit gestattete, nach Kräften bemüht gewesen bin, zur 
Klarstellung der einschlagenden Fragen beizutragen. Dennoch 
darf der Leser keineswegs erwarten, überall abschliefsende Unter- 
suchungen zu finden. In dieser Hinsicht besteht zwischen den 
beiden Bänden ein wesentlicher Unterschied. Im ersten Bande 
kam es darauf an, die Berechtigung der nicht-euklidischen Raum- 
formen (im engern Sinne) zu beweisen, über die verschiedenen 
Möglichkeiten einen Überblick zu gewinnen und die hiernach 
für drei Dimensionen erhaltenen Resultate auf eine beliebig hohe 
Zahl von Dimensionen zu übertragen; der Erledigung dieser Pro- 
bleme stehen principielle Schwierigkeiten nicht mehr entgegen. 
Ganz anders steht es mit den Fragen, die im vorliegenden Bande 
erörtert werden. Nur die Projektivität ist sowohl in ihrem selb- 
ständigen Aufbau als auch in ihrer Beziehung zur Metrik als ab- 
geschlossen zu betrachten. Im übrigen konnte es aber nur meine 
Aufgabe sein, einen Überblick über die bisherigen Untersuchungen 
zu geben, um den Leser in den Stand zu setzen, zwischen sicheren 
und zweifelhaften Resultaten zu unterscheiden und den Punkt zu 
erkennen, an dem weitere Forschungen anzusetzen haben, wenn 
sie einen endgültigen Erfolg in Aussicht stellen sollen. 

Von welchen Grundlagen man in der Geometrie ausgehen 
will, wird in etwa stets Sache besonderer Vorliebe sein; nur mufs 
man verlangen, dafs nicht willkürlich Wissenszweige von einander 
getrennt werden, die ihrer Natur nach eng zusammengehören. 



IV Vorwort. 

Mag manchem in meinen »Grundsätzen der Geometrie« die Rück- 
sichtnahme auf die Erfahrung weniger gefallen, mag man es tadeln, 
dafs von ihnen aus der Aufbau nicht systematisch durchgeführt 
ist, jedenfalls wird man anerkennen müssen, dafs sie auf ein ein- 
heitliches Gebiet führen; in der That tritt die nahe Verwandt- 
schaft aller einzelnen Zweige, die wir im weiteren Sinne als 
Raumformen bezeichnen, von mehr als einer Seite zu Tage. Unter 
ihnen sind aber drei von hervorragender Wichtigkeit: die para- 
bolische, die hyperbolische und die elliptische Geometrie, von 
denen jede wieder auf eine grofse Reihe einzelner Raumformen 
führt. Diese drei Grundformen treten in unseren Untersuchungen 
stets gleichberechtigt auf, mag man (im ersten Abschnitt) von 
Euklids System oder (im zweiten und sechsten Abschnitt) von 
den projektiven Eigenschaften ausgehen. Ja, wenn wir im achten 
Abschnitte die eigentlichen Raumformen den allgemeinen gegen- 
über charakterisieren wollen, so gelangen wir immer wieder zu 
diesen drei Formen, ohne eine unter ihnen bevorzugen zu können. 
Wer es versuchen wollte, allgemeine Eigenschaften aufzustellen, 
die ihn durch blofse Rechnung etwa nur auf die euklidische Geo- 
metrie führen könnten, würde sich sicherlich vergebens bemühen. 
So schliefst das Ende meines Buches wieder an den Anfang an; 
die Gleichberechtigung der genannten drei Formen tritt uns auf 
den verschiedensten Wegen mit unabweislicher Notwendigkeit 
entgegen. 

Möge das Werk auf dem vielleicht undankbaren, aber zweifellos 
wichtigen Gebiete, dem es gewidmet ist, zur Verbreitung der 
bereits gesicherten Kenntnisse beitragen und zu weiteren For- 
schungen anregen! 

Münster, Weihnachten 1897. 

Wilhelm Killing. 
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Fünfter Abschnitt. 

Kongruenz und Messung. 



§1- 

Die G-röfflensätze. 

Nach der Heibergschen Ausgabe sind von denjenigen Sätzen, 
welche in den meisten Bearbeitungen von Euklids Elementen als 
Grundsätze (xoival ivvocai) zusammengestellt werden, nur fünf 
als echt anzusehen, nämlich die folgenden: 

1. Dinge, die demselben Dinge gleich sind, sind einander 
gleich. 

2. Fügt man zu Gleichem Gleiches hinzu, so sind die Summen 
gleich. 

3. Nimmt man von Gleichem Gleiches hinweg, so bleiben 
gleiche Reste. 

4. Dinge, die mit einander zur Deckung gebracht werden 
können, sind einander gleich. 

5. Das Ganze ist gröfser als sein Teil. 

Die Gröfsensätze werden von Euklid sehr häufig angewandt; 
man hat aber zu unterscheiden, ob die Anwendung zum Wesen 
des Beweises gehört oder überflüssiges Beiwerk ist. In den Sätzen 
über die Flächengleichheit sind die Gröfsensätze für Euklid von 
wesentlicher Bedeutung. So hat man für den Hauptsatz dieser 
Theorie, nämlich für den Satz, dafs Parallelogramme von gleicher 
Grundlinie und Höhe gleichen Inhalt haben, von einer Figur 
kongruente Bestandteile abzutrennen und dann den dritten Grund- 
satz anzuwenden. Zuweilen beruhen auch geometrische Beweise 
vollständig auf Gesetzen der Algebra. Ich erinnere an den be- 
kannten Beweis des Satzes, dafs der Peripheriewinkel im Kreise 

Killing, Grundlagen der Geometrie. II. 1 



2 Fünfter Abschnitt. § 1. 

die Hälfte des auf demselben Bogen stehenden Centriwinkels ist; 
hier ist das Wesen des Beweises in der algebraischen Formel: 
i « ± i i^ = i (ö ± iJ), zu suchen. Aber Euklid benutzt die 
Gröfsensätze zuweilen auch, wenn ihre Anwendung durchaus über- 
flüssig ist. Betrachten wir z. B. seinen Beweis für den Satz, dals 
im gleichschenkligen Dreieck die Winkel an der Basis gleich sind ; 
wenn im Dreieck ABC die Seiten AB und AC gleich sind, so 
verlängert er diese Seiten um gleiche Strecken BD und CE und 
beweist zuerst die Kongruenz der Dreiecke ABE und ACD, dann 
die Kongruenz der Dreiecke BCD und CBE. Zwar liefert jetzt 
die Subtraktion gleicher Winkel das gewünschte Resultat; aber 
schon bei der ersten Kongruenz gelangen diejenigen Winkel zur 
Deckung, deren Gleichheit bewiesen werden soll. 

In vielen Fällen endlich verdunkelt die Benutzung der Gröfsen- 
sätze geradezu das Wesen der Beweise. Es würde zu weitläufig 
sein, alle hierher gehörigen Sätze anzuführen; ich verweise nur 
auf die Propositionen 13, 14, 15 des ersten Buches, worin u. a. 
gezeigt wird, dafs die Summe zweier Nebenwinkel zwei Rechte 
beträgt. Abgesehen davon, dafs die Art der Beweisführung den 
Anfänger geradezu abstofsen mufs, tritt das Wesen der Beweise 
hinter überflüssigem Beiwerk ganz zurück. 

§2- 
Die Bewegung in der Geometrie der Alten. 

1. Neben den eigentlichen Gröfsensätzen gebraucht Euklid 
das Princip der Deckung. Hierüber spricht er sich nicht näher 
aus; auch das stets gebrauchte Wort l(paQ(i6C,eiVy welches dem 
lateinischen applicare der Bedeutung nach wohl am nächsten steht, 
vermag an sich keine Klarheit zu gewähren. Wir müssen uns 
daher diejenigen Stellen näher ansehen, an denen EukUd die 
Deckung benutzt. Schon der vierte Grundsatz: »Dinge, die ein- 
ander decken, sind einander gleich«, macht von der Deckung 
Gebrauch, und da die Deckung nur durch Bewegung herbeigeführt 
werden kann, hat man schon aus dieser Stelle schliefsen wollen, 
Euklid habe mit vollem Bewufstsein die Bewegung in der Geo- 
metrie benutzt. Wer diese Folgerung schon aus dem angeführten 
Axiom zieht, wird in seiner Auflassung ganz gewifs durch den 
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Beweis des ersten Kongruenzsatzes für das Dreieck, der vierten 
Proposition im ersten Buche, bestärkt. Bei der Wichtigkeit dieser 
Stelle glaube ich sie im Urtext mitteilen zu sollen; sie lautet: 

^EtpaQ^o^ofiivov xov ABF rgiydvov km rö AEZ zQlyovov 
xal Tid-e/ievov rov fisv A örjfielov ijtl rö A öfjfislov, z^q öh AB 
evd'slag ixl z^v AE, tq)aQfi6ö6i Tcal zb B cijfistov kjtl zb E öia 
zb lofjv slvai zfjv AB z^ AE x. X. 

Euklid giebt also dem Dreieck ABF eine andere Lage und 
setzt voraus, dafs sich dadurch die Gröfse der Seiten, der Winkel 
und des Inhalts nicht ändert. Er gebraucht das Wort zt&ivai, 
will also eine wirkliche Bewegung vornehmen und bestimmt die 
neue Lage, welche durch die Bewegung erhalten wird, dadurch, 
dafs 1. der Punkt A auf A, 2. die Gerade AB in die Richtung 
AE und 3. das Dreieck ABF auf AEZ fällt. 

Auch an einigen anderen Stellen wird die Bewegung benutzt; 
so wird im Beweise der 24. Proposition des dritten Buches ein 
Kreis und zuweilen in den letzten Büchern ein Körper bewegt. 

2. Hiermit dürften alle diejenigen Fälle erschöpft sein, an 
denen Euklid die Bewegung ausdrücklich erwähnt; es könnte also 
scheinen, als ob sie in Euklids System nur von untergeordneter 
Bedeutung wäre. Ganz anders aber wird unser Urteil lauten, 
wenn wir die Rolle beachten, die die angeführten Sätze in den 
Elementen spielen. Aus dem ersten Kongruenzsatze werden die 
übrigen Bedingungen für die Kongruenz von Dreiecken hergeleitet. 
Diese Sätze dienen alsdann dazu, die Lehre von den parallelen 
Linien zu begründen; auch im weiteren Verlaufe des Werkes, bei 
der Lehre vom Parallelogramm, vom Kreise, selbst in der Stereo- 
metrie, wird die Kongruenz der Dreiecke aufserordentlich oft 
angewandt. Wollte man aus Euklids Elementen alle Sätze weg- 
lassen, deren Beweise entweder direkt oder durch Zwischenstufen 
den ersten Kongruenzsatz benutzen, so würde kaum etwas übrig 
bleiben. Nun stützt sich dieser Satz in seinem Beweise auf die 
Bewegung; also ist bei Euklid die Bewegung eine wesentliche 
Grundlage der Geometrie. Denn die Bedeutung eines Begriffes 
hängt nicht davon ab, ob derselbe in vielen Fällen mit klaren 
Worten angeführt wird, sondern ob er, wenn auch nur indirekt, 
einen wesentlichen Bestandteil der Beweise ausmacht. 

3. Auch die übrigen griechischen Mathematiker haben keines- 

1* 
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wegs die Bewegung grundsätzlich aus der Geometrie verbannt. 
Es genüge, einige Beispiele anzuführen, auf die mich Herr M. Cantor, 
der doch die Geschichte der Mathematik wie kein zweiter be- 
herrscht, freundlichst aufmerksam gemacht hat. (Ich verweise in 
den eingeklammerten Citaten auf die erste Auflage seiner Ge- 
schichte der Mathematik.) Plato bringt (I. 195) die Verdoppelung 
des Winkels durch Verschiebung eines gewissen Apparates hervor; 
Archimedes (I. 257) findet in ähnlicher Weise eine Sehne, deren 
Verlängerung bis zu einer festen Geraden eine gewisse Länge 
besitzt; das Mesolabium (I. 285) ist ein Werkzeug der Bewegungs- 
geometrie, ebenso das sich drehende Lineal Herons (L 317). 
Mit Recht hebt ferner Herr Cantor mir gegenüber brieflich hervor, 
dafs der Kreis, der in den Konstruktionen eine so hervorragende 
Rolle spielt, nur durch Bewegung hervorgebracht wird; er er- 
innert an die Konchoide des Nikomedes, an die Spiralen und 
manche andere Kurve. 

4. Dabei mufs es sehr auffallend erscheinen, dafs die grie- 
chischen Philosophen, soweit ich die Sache übersehen kann, darin 
übereinstimmen, die Bewegung aus der Geometrie vollständig zu 
verbannen. Überall wird versichert, die Geometrie befasse sich 
mit den Körpern, soweit sie als unbeweglich vorausgesetzt würden. 
Nur an solchen Stellen, wo man die Astronomie zu den mathe- 
matischen Wissenschaften rechnet, wird auch die Bewegung als 
Gegenstand der Mathematik erwähnt; jedesmal aber, wenn man 
die Astronomie ausschliefst und die Arithmetik und die Geometrie 
als die einzigen Zweige der Mathematik bezeichnet, heifst es, die 
Bewegung gehöre der Mathematik nicht an. In diesem Sinne 
sagt Aristoteles, die Mathematik habe es mit dem Unbeweglichen 
und Ruhenden zu thun, zwar nicht mit dem an und für sich 
Unbeweglichen, sondern nur insofern es an der Materie hafte. 
Derselbe Philosoph erblickt gerade hierin einen besondern Vorzug 
unserer Wissenschaft: nach der Metaphysik, die bei ihm am 
höchsten steht, weist er der Arithmetik den ersten Platz an, da 
sie sich mit der blofsen Zahl befasse; dann kommt für ihn die 
Geometrie als diejenige Wissenschaft, welche nur den Ort, die 
mefsbare Gröfse, berücksichtige und die Bewegung ausschliefse; 
den folgenden Platz weist er der Astronomie zu, in der die natür- 
lichen Bewegungen untersucht werden. 
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5. Hiernach besteht ein Gegensatz zwischen der Auffassung 
der alten Philosophen und der Art, in der die griechischen Ma- 
thematiker die Geometrie behandelt haben. Wir wissen aber 
nicht, ob dieser Gegensatz zum Ausdruck gebracht oder auch nur 
in voller Klarheit erkannt ist. Die Mathematiker aus der Blüte- 
zeit der griechischen Geometrie gehen auf die vorliegende Frage 
in den uns hinterlassenen Schriften nirgends ein. Proklus be- 
spricht allerdings die Beziehung der Bewegung zur Geometrie; 
aber einerseits kann er als vollwichtiger Zeuge nicht angesehen 
werden, andererseits beruft er sich nur auf Philosophen und nicht 
auf Mathematiker. Indessen sollte man denken, dafs er die ab- 
weichende Meinung eines Mathematikers mitgeteilt hätte, wofern 
sie ihm bekannt geworden wäre. Auch würden die alten Philo- 
sophen ohne 2iweifel in ihren Schriften auf den Widerspruch 
eingegangen sein, der von den Mathematikern gegen ihre Ansicht 
erhoben wäre. Hiemach scheint es, als habe sich kein Mathe- 
matiker des Altertums gegen die angeführte Meinung der Philo- 
sophen ausgesprochen. Das wird man um so eher annehmen 
dürfen, da Ptolemäus in der Einleitung zum Almagest der von 
Aristoteles gegebenen Begrenzung der einzelnen Wissenschaften 
vollständig zustimmt; wenn er dabei der Mathematik auch die 
Lehre von den Bewegungen zuweist, so mufs man bedenken, 
dafs er die Astronomie als einen Zweig der Mathematik betrachtet. 

6. Diese Sachlage legt es nahe, folgende Hypothese aufzu- 
stellen: Die Alten hatten die Ansicht, dafs die Bewegung der 
Geometrie fremd sei. Da es aber unmöglich war, die Bewegung 
beim Beweise der geometrischen Sätze zu entbehren, so suchte 
man ihre Anwendung möglichst einzuschränken. Vielleicht hoffte 
man, sie allmählich ganz verbannen zu können und dann das 
Ideal zu erreichen, das man der Geometrie gesteckt hatte. 

Ob diese Annahme begründet ist, wage ich nicht zu ent- 
scheiden. Gewifs liefse sich manches zu ihrer Verteidigung sagen; 
aber man wird ebenso berechtigt sein, dem folgenden Gedanken 
beizustimmen: Bei der Art, in der die Alten die Geometrie be- 
handelten, ist die Bewegung nicht zu entbehren; da sie aber im 
übrigen ein sehr tiefes Verständnis für die Grundlagen der Mathe- 
matik bekunden, ist kaum anzunehmen, dafs sie betreffs der Bewegung 
durch eine vorgefafste Meinung sollten im Irrtum gehalten sein» 
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7. Hier möge es gestattet sein, eine kleine pädagogische 
Bemerkung beizufügen. Indem die Alten, statt die Bewegung 
direkt zu benutzen, in ihren Beweisen, wo es irgend möglich 
war, auf den ersten Kongruenzsatz für Dreiecke zurückgingen, 
wurden die Beweise aufserordentlich kompliziert, und ihr Kern- 
punkt trat vielfach ganz hinter blofsem Beiwerk zurück. Dadurch 
dafs die neuere Zeit mit dieser Methode gebrochen hat, ist bereits 
eine wesentliche Vereinfachung der Beweise erreicht. Was die 
systematische Benutzung der Bewegung zu leisten vermag, ersieht 
man aus Petersens »Methoden und Theorieen zur Auflösung 
geometrischer Konstruktions- Aufgaben«. Indessen vererben leider 
manche Beweise ihre hergebrachte Form auch dann, wenn eine 
Vereinfachung recht gut möglich ist. Der Lehrer wird gut thun, 
nach dieser Richtung hin eine sorgfältige Prüfung vorzunehmen. 
Ich scheue mich nicht, meine Überzeugung dahin auszusprechen, 
dafs es kaum ein Mittel giebt, dem Schüler das Verständnis der 
geometrischen Sätze und ihrer Beweise zu erleichtern, als wenn 
man ihn zwingt, die zu Grunde liegenden Bewegungen wirklich 
auszuführen. 

§ 3. 
Biemanns Aufbau der Geometrie. 

Hier scheint mir die geeignete Stelle zu sein, um die schon 
früher (III. § 10. B. 1. S. 210-217) erwähnte Arbeit Riemanns: 
»Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen«, 
einer kurzen Prüfung zu unterziehen. Zu dem Ende müssen wir 
kurz den Inhalt dieser Arbeit angeben. 

Im ersten Abschnitt setzt Riemann einen Begriff voraus, der 
den beiden Bedingungen genügt: a) er läfst verschiedene Be- 
stimmungsweisen zu, b) unter diesen Bestimmungsweisen findet 
von einer zur andern ein stetiger Übergang statt. Einen solchen 
Begriff bezeichnet Riemann als eine stetige Mannigfaltigkeit und 
nennt jede einzelne Bestimmungs weise einen Punkt. Geht man 
in irgend einer derartigen Mannigfaltigkeit von einer Bestimmungs- 
weise auf eine bestimmte Art zu einer andern über, so wird die 
Gesamtheit der durchlaufenen Bestimmungsweisen als eine einfach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit, bezeichnet. Diese Mannigfaltigkeit 
läfst Riemann wieder in eine andere, völlig verschiedene übergehen 
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• 

und gelangt zur zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, sowie 
durch Fortsetzung zur n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit für 
irgend eine Zahl n. Ist aber umgekehrt das Gebiet einer Ver- 
änderlichkeit gegeben, so nimmt er darin eine stetige Funktion 
des Ortes an und zwar eine solche, die nicht für einen Teil der 
Mannigfaltigkeit konstant ist. Jedes System von Punkten, für 
welche die Funktion einen konstanten Wert hat, bildet dann eine 
stetige Mannigfaltigkeit von n — 1 Dimensionen, wenn die ge- 
gebene Mannigfaltigkeit n-fach ausgedehnt ist. So glaubt Riemann 
das wesentliche Kennzeichen einer n-fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit darin zu sehen, dafs sich die Ortsbestimmung in der- 
selben auf n Gröfsenbestimmungen zurückführen läfst. 

Der zweite Abschnitt handelt von den Mafsverhältnissen, 
deren eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen fähig ist. Rie- 
mann selbst bezeichnet diese Untersuchung als sehr unvollständig, 
hofft aber, dafs sie für seinen nächsten Zweck ausreichend sei. 
Er geht von der Voraussetzung aus, dafs jede Linie durch jede 
mefsbar sei. Irgend ein Punkt der Linie habe die Koordinaten 
xi . . . Xn, ein anderer die Koordinaten Xi + hi . . . Xn+ hn. 
Nachdem der erste Punkt beliebig angenommen ist, kann man 
den zweiten so wählen, dafs die Gröfsen hi . . hn (die Ände- 
rungen der Koordinaten) sämtlich beliebig klein werden, etwa 
absolut genommen unter einer Gröfse 6 bleiben. Zwischen den 
Punkten (xi . . . Xn) und (xi + hi . . . Xn + hn) nehme man 
einen weiteren Punkt (xi -|- hi ' . . . Xn -|- hn' ) an ; dann sollen 
auch die Gröfsen hi' . . . hn' absolut genommen kleiner sein 
als d. Jetzt betrachtet Riemann nur solche Linien, welche einer 
gewissen Beschränkung unterliegen. Nachdem die Gröfse ö passend 
gewählt ist , soll es bei jeder Wahl einer beliebig kleinen Gröfse 
€ möglich sein, jedes Verhältnis hi : h2 : . . . : hn dem ent- 
sprechenden Verhältnis hi' : h2' : . . . h«' bis auf einen Unter- 
schied £ gleich zu machen, wofern nur der dritte Punkt zwischen 
den beiden ersten gewählt wird. Diese Beschränkung kommt auf 
folgendes hinaus: man kann die Linie in Elemente zerlegen; wenn 
dann xi . . . Xn die Koordinaten für den Anfangspunkt eines Ele- 
mentes, Xi + dxi . . . Xn -|- dxn die Koordinaten für irgend einen 
anderen Punkt in demselben Elemente sind, so sollen die Ver- 
hältnisse dxi : dx2 : . . . : dxn für alle Punkte des Elementes (bis 
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auf unendlich kleine Gröfsen) konstant sein. Für alle Linien^ die 
dieser Voraussetzung genügen , wird das Linienelement ds eine 
Funktion von xi . . . Xn und dxi , dx^ . . . dxn sein. 

Die gemachte Voraussetzung ermöglicht es, die Gröfsen 
dxi . . . dxn nach demselben Verhältnis wachsen zu lassen; dem- 
nach fordert Riemann, dafs auch die Länge ds des Elementes 
nach demselben Verhältnis wachse. Dieser Forderung genügt man 
durch die Festsetzung, dafs die mte Potenz des Linien elementes 
eine stets positive Form mten Grades in den Gröfsen dxi , dxg . . . dxn 
ist, wo m eine gerade Zahl sein soll. Die einfachste Voraus- 
setzung würde demnach sein: 

ds^ = UZah dxa dx6, 
wo die Koefficienten Zat entweder Konstante oder Funktionen von 
xi . . . Xn sind und wo die rechte Seite nur verschwindet, wenn 
dxi . . . dxn sämtlich gleich null sind, während sie für jede andere 
Wahl von dxj . . . dxn positiv ist, welche Werte von xi . . . x» 
man auch in die Koefficienten aa6 einsetzt. 

Riemann behandelt nur diese einfachste Annahme und ge- 
langt zu einem gewissen analytischen Ausdruck, den er als das 
Krümmungsmafs bezeichnet. Hierauf brauchen wir aber hier nicht 
näher einzugehen; es genüge, auf unsere früheren Darlegungen 
zu verweisen (B. 1. S. 213 flf.). 

Die hier skizzierte Schrift ist für die Mathematik von weit- 
tragender Bedeutung geworden, indem die darin angedeuteten 
Gedanken zu ganz hervorragenden Arbeiten angeregt haben. In- 
dessen liegt der Schwerpunkt dieser Arbeiten auf dem Gebiete 
der Analysis. Dabei darf die Wichtigkeit des Riemannschen Vor- 
trages für die Geometrie nicht unterschätzt werden, da er erstens 
überaus anregend gewirkt hat und zweitens die Möglichkeit eines 
unbegrenzten, aber zugleich endlichen Raumes gezeigt und die 
Grundeigenschaften jener Raumform angegeben hat, die wu* im 
vorliegenden Werke nach Riemann benennen. Diese hohen Vor- 
züge der Arbeit dürfen uns nicht hmdern, die darin entwickelte 
Grundlage der Geometrie einer sorgfältigen Kritik zu unterziehen. 

1. Auf das Schlufsergebnis des ersten Abschnittes, wonach 
das Wesen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit darin err 
blickt wird, dafs sich die Ortsbestimmung auf n Gröfsenbeziehungen 
zurückführen läfst, w^ill ich nicht ausfuhrlich eingehen. Ich verweise 
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auf den zweiten Paragraphen des dritten Abschnitts (B. 1. S. 168), 
wonach dies Resultat nicht richtig ist, wofern man nicht voraus- 
setzt, dafs die Zuwendung stetig sein soll. Eingehender handelt 
von der Darstellung der Punkte einer Mannigfaltigkeit durch Wert- 
systeme (Koordinaten) eine soeben erschienene Arbeit des Herrn 

Burkhardt-O 

2. Die Voraussetzung, welche Riemann an die Spitze des 

zweiten Abschnitts stellt, dafs jede Linie durch jede andere mefsbar 
sei, ist unzulässig. Denn, wie man aus den Darlegungen des 
dritten Paragraphen im dritten Abschnitt (B. 1. S. 172) folgern 
kann, giebt es in jeder zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 
Linien, deren Länge nicht gemessen werden kann. Indessen hat 
dieser Umstand, der Rieraann selbst wenigstens später bekannt 
gewesen ist, für die Arbeit selbst keinen Belang, da nur Linien 
betrachtet werden, die in ihrer analytischen Darstellung gewissen 
Bedingungen genügen und deshalb mefsbar sind. Dagegen scheint 
mir ein anderer Punkt von gröfserer Bedeutung zu sein. Riemann 
selbst sagt im ersten Abschnitt seiner Abhandlung (I, 1): »Das 
Messen besteht in einem Aufeinanderlegen der zu vergleichenden 
Gröfsen; zum Messen wird also ein Mittel erfordert, die eine 
Gröfse als Mafsstab für die andere fortzutragen.« Hiernach ist 
das Messen keine Grundoperation der Geometrie, indem es eine 
andere Operation, nämlich die Bewegung, benutzt. Da Riemann 
diese Überzeugung hatte, durfte er auch nicht vom Ausdruck für 
das Linienelement ausgehen, sondern mufste allgemeine Gesetze 
für die Bewegung aufstellen, diese in eine analytische Form 
bringen und darauf seine weitere Entwicklung stützen. Bei dem 
Wege, den Riemann einschlägt, sind wir nicht sicher, dafs die 
an sich willkürlich angenommene Form des Linienelementes mit 
den Gesetzen der Bewegung vereinbar ist. 

3. Riemann will den ganzen Inhalt der Geometrie aus dem 
Begriffe des Linienelementes herleiten, und es ist nachträglich 
vielfach als sein besonderes Verdienst gerühmt worden, dafs er 
die gesamte Geometrie auf ein einziges Princip zurückgeführt 
habe. Das ist aber etwas durchaus Unmögliches: denn die Ana- 
lysis kann über einen ihr gegebenen Begriff nicht hinausgehen, 
die Geometrie bedarf aber noch weiterer Begriffe, welche von 
dem der Länge einer Linie wesentlich verschieden sind. Sie 
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mufs zwei-, drei- und mehrdimensionale Gebilde messen; sie mufs 
die Lage von Gebilden, die nicht zusammenfallen, mit einander 
vergleichen und bedarf zu dem Zweck u. a. des Winkels. Der 
Analysis fehlt jedes Mittel, diese Begriffe zu entwickeln oder in 
innern Zusammenhang mit dem Begriff der Länge zu bringen. 
Dennoch spricht Riemann selbst vom Flächeninhalt eines Drei- 
ecks, andere geben z. B.. Formeln für die Winkel; es ist klar, 
dafs das nur willkürliche Festsetzungen, nicht aber Folgerungen 
aus den gegebenen Prämissen sein können. 

In der That sind es vorzüglich zwei Methoden, nach denen 
diese Formeln gewonnen werden. Gewöhnlich läfst man sich 
durch blofse Analogie leiten. Ein n-dimensionales Gebilde wird 
in einem (n -f- m)-fach ausgedehnten euklidischen Räume voraus- 
gesetzt. Zur Untersuchung dieses Raumes benutzt man n + m 
Gröfsen yi, 72 ... yn+m, welche das Analogon der rechtwinkligen 
Cartesischen Koordinaten bilden. In diesen Koordinaten kann 
man die Ausdrücke für Winkel, Inhalt u. s. w. dadurch erhalten, 
dafs man die bekannten für den dreidimensionalen euklidischen 
Raum geltenden Formeln auf n -|- m Variabele überträgt. Um 
hieraus die entsprechenden Formeln für das n-dimensionale Ge- 
bilde zu erhalten, drückt man die Gröfsen yi . . . yn+m durch n 
Variabele Xi . . . Xn aus, setzt also yi . . . yn+m als Funktionen 
von xi . . . Xn voraus. Dann wird man auch die Formeln für 
den Inhalt, für Winkel u. dgl. durch die Gröfsen Xi . . . Xn dar- 
stellen, wenigstens so lange man sich auf unendlich kleine Ge- 
biete beschränkt. Alle diese Ausdrücke treten in auffallend enge 
Beziehung zu der Form, welche das Linienelement für die n 
Variabein xi . . . Xn annimmt. Man hält sich deshalb für berechtigt, 
diese analytischen Formeln mit denjenigen geometrischen Be- 
griffen, denen sie bei dem gewählten Ausgange entsprechen, ganz 
allgemein zu verbinden. Indessen kann auf diese Weise die 
Grundlage der Geometrie nicht gewonnen werden, da man einer- 
seits bereits die Geometrie benutzt, um gewisse Formeln zu er- 
halten, andererseits die Ausdrücke durch blofse Analogie, nicht 
aber durch naturgemäfse Entwicklung erlangt werden. (Selbst- 
verständlich hat es kein Bedenken, diese Methode zu befolgen, 
wenn es sich um rein analytische Entwicklungen handelt und 
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man die Sprache der Geometrie nur als kurze Bezeichnung für 
gewisse Formeln benutzt.) 

Natürlicher ist eine andere Methode, die auch wir im dritten 
Abschnitt eingeschlagen haben. Gewisse Differential -Ausdrücke 
stehen mit dem Ausdruck für das Linienelement in organischem 
Zusammenhange; ihnen allen mufs also auch eine von der ana- 
lytischen Darstellung unabhängige Bedeutung zukommen, sie dürfen 
geradezu mit geometrischen Gebilden identifiziert werden. Bei 
gewissen Formen, die wir für das Linienelement aufstellen können, 
giebt es Scharen von Transformationen, bei denen jener Aus- 
druck ungeändert bleibt; alle diese Transformationen lassen aber 
noch weitere Ausdrücke ungeändert; demnach hält man sich für 
berechtigt, auch mit den neuen Formeln einen geometrischen 
Begriff zu verbinden. Aber auch hier geht man über das Linien- 
element hinaus; man betrachtet die Transformationen als das Ur- 
sprüngliche und stellt den Ausdruck für das Linienelement mit 
anderen Ausdrücken auf dieselbe Stufe. Dadurch verläfst man 
den von Riemann vorgezeichneten Weg und nähert sich der- 
jenigen Methode, bei welcher die Bewegung zur Grundlage ge- 
macht wird. 

4. Wäre der Grundgedanke der Riemannschen Arbeit richtig, 
wäre der Ausdruck für das Linienelement wirklich das Charakte- 
ristische für jede Raumform, so müfste die bei der Darstellung 
dieses Ausdrucks benutzte Zahl m das erste und wichtigste Unter- 
scheidungsmerkmal der Raumformen abgeben, wobei vorausgesetzt 
wird, dafs die mte Potenz des Linienelementes als homogene 
Form mten Grades in den Differentialen der Variabein sei. Indem 
man versucht, für irgend ein gerades m die weiteren Entwick- 
lungen durchzuführen, mufs man unterscheiden zwischen den- 
jenigen Folgerungen, welche aus dem aufgestellten Begriff in voller 
Strenge hergeleitet werden, und denjenigen Sätzen, welche erst 
nach Einführung neuer Begriffe gewonnen werden können. Wird 
das Quadrat des Linienelementes durch einen Differential- Ausdruck 
zweiten Grades dargestellt, so giebt die Geometrie selbst An- 
leitung, wie man die neuen Begriffe einführen müsse; dagegen 
wird bei höheren Potenzen die Willkür gröfser sein. Demnach 
scheint es geboten, sich auf diejenigen Sätze zu beschränken, zu 
deren Herleitung man nur das Linienelement zu benutzen hat. 
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Dann finden wir aber die auffallende Thatsache, dafs trotz der 

Verschiedenheit der Zahl m die geometrischen Sätze ungeändert 

bleiben. 

Wir zeigen dies unter der Annahme, dafs die KoeflBcienten 

im Differential- Ausdruck konstant sind, und wählen speciell die 

Form: 

(1) ds™ = 2;dx;r™ für ein gerades m. 

Die Gleichung der kürzesten Linie, welche zwischen zwei 
Punkten x' und x' möglich ist, ergiebt sich aus der Bedingung, 

dafs die Variation des Integrals 

// 

X 

9 

X 

zwischen den festen Grenzen x' und x' für beliebige Variationen 
dxi ... (Jxn verschwindet. Die bekannten Principien der Variations- 
Rechnung liefern hierfür die Bedingungen: 

und hieraus folgt: 

dxi : dx2 : . . . : dxn = Ci : C2 : . . . : Cn, 
wo die Gröfsen Ci , C2 . . . Cn für die ganze Linie konstante Werte 
haben. Demnach können wir setzen: 

(2) x;f = xat' + (y^x — x;f ')t für X = 1 , . . . n, 
wo t unbeschränkt veränderlich ist. 

Machen wir jetzt die Koordinaten abhängig von zwei ver- 
änderlichen Gröfsen u und v, indem wir setzen: 

(3) X;f = a;f + bpf U -f CxVy 

wo die Gröfsen zxy b;?, Cx konstante Werte haben sollen, so 
hat die durch diese Gleichungen dargestellte Fläche die Eigen- 
schaft, dafs jede kürzeste Linie, welche zwei ihrer Punkte mit 
einander verbindet, ganz der Fläche angehört. Ist nämlich fiir 
zwei Wertepaare (u', v") und (u", v'): 

y^x = a;f -f- b;^ u' + Cx v', xx ^=^2lx + \>x u'' -f Cx v'\ 
so wird die kürzeste Linie, welche durch diese beiden Punkte 
geht, durch die Gleichungen dargestellt: 

X;, = a;f -f \>x u' + cxv' + \bx (u'' — u') -f Cx (y — V)]t; 
diese Werte genügen den Gleichungen (3), wenn man setzt: 

u = u' + (u'— u')t, v = v'-f (v'— v')t. 
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Allgemein setze man 

(4) X;f — a;f-|-a;f'Ui +a/u2+ . . . +a;f('^Jur, 

wo die Gröfsen u als variabel, die Gröfsen a«, a»' . . . als kon- 
stant vorausgesetzt werden, und nehme an, dafs die (r-|-l)-reihigen 
Determinanten der Matrix 

ai a^ . • . . aQ 
a^ a^ • . • • an 



ai^') a^^^K . . . an<'> 

nicht sämtlich verschwinden. Dann gehört jede kürzeste Linie, 
welche zwei Punkte mit dem Gebilde (4) gemeinschaftlich hat, 
ganz demselben an. Ebenso fällt jedes zweidimensionale Gebilde, 
das den Gleichungen (3) genügt, ganz in das r-fach ausgedehnte 
Gebilde hinein, wofern es drei Punkte mit ihm gemeinschaftlich 
hat, die nicht derselben kürzesten Linie angehören. Entsprechende 
Sätze gelten für mehrdimensionale Gebilde, wie man auf dem in 
in § 8 (B. 1. S. 205 ff.) angegebenen Wege zeigt. 

Indem wir jetzt die kürzesten Linien als Gerade, das durch 
die Gleichungen (4) dargestellte Gebilde als eine r-dimensionale 
Ebene bezeichnen, können wir folgende Sätze aufstellen: 

»Durch zwei Punkte geht immer eine einzige Gerade hin- 
durch, a 

»Durch drei Punkte, die nicht in derselben geraden Linie 
liegen, läfst sich eine einzige 'zweidimensionale Ebene legen, und 
durch r -|- 1 Punkte, die nicht derselben Ebene von r — 1 Dimen- 
sionen angehören, ist eine einzige r-dimensionale Ebene bestimmt.« 

»Eine Gerade fällt ganz in eine Ebene, sobald sie zwei Punkte 
mit ihr gemeinschaftlich hat.« 

»Hat eine p-dimensionale Ebene für p<Cr mit einer Ebene 
von r Dimensionen p + 1 Punkte gemeinschaftlich, die keiner 
(p — l)-fach ausgedehnten Ebene angehören, so fällt sie ganz in 
die r-dimensionale Ebene hinein.« 

»Durch eine r-dimensionale Ebene und einen aufserhalb der- 
selben gelegenen Punkt läfst sich eine, und zwar eine einzige 
Ebene von r-j-1 Dimensionen legen.« 

Ebenso folgen jetzt diejenigen Sätze, welche in III § 8 
(B. 1. S. 191) über den Schnitt von Ebenen angegeben sind. 



14 Fünfter Abschnitt. $ 3. 

Auch der Begriff des Parallelismus kann wieder eingeführt werden, 
indem man sagt: 

»Zwei Ebenen von p und von r Dimensionen heifsen für 
p^r parallel, wenn sie in einer (r -}- l)-dimensionalen Ebene liegen 
und keinen Punkt gemeinschaftlich haben.« 

Überhaupt können wir den gesamten Inhalt des achten Para- 
graphen im dritten Abschnitt, soweit er über Ebenen und Gerade 
handelt (B. 1. S. 191 — 205), auch von unsern Voraussetzungen 
aus herleiten. So denke man eine (n — l)-dimensionale Ebene 
durch die Gleichung bestimmt: 

UzxXx =-» b, 
und gehe dann zu den Ebenen von weniger Dimensionen über. 

Ersetzen wir die Konstanten Cx durch die aus (2) sich er- 
gebenden Werte, so folgt für die Länge 1 der geraden Strecke 
zwischen den Punkten x' und x" die Gleichung: 



(5) l=^V2(x/—XnT' 

Man suche jetzt die kürzeste Linie, welche von einem festen 
Punkte x' nach den Punkten einer Ebene 

(6) ü^xxx = b 

gezogen werden kann. Dann soll der Wert von ^xx — xx')™ 
ein Minimum werden für gegebene Werte von xx' und unter der 
Bedingung, dafs die xx der Gleichung (6) genügen. Berechnet 
man die Gröfse M aus der Gleichung: 

m —1 

(7) b = Ä.xx' + yM^«°'^\ 

^ m 
so ergeben sich die entsprechenden Werte von xi . . . Xn aus den 
Gleichungen : 

m-l — 

(8)xx = xx+ l/ML^ 

^ m 

Zugleich ist M eine eindeutige Funktion des Abstandes, d. h. 
der Länge der zwischen dem Punkte x' und der Ebene mög- 
lichen kürzesten Linie. Lassen wir demnach den Abstand (oder 
was da^elbe ist, die Gröfse M) und die Ebene (6) gegeben sein, 
so ergiebt sich aus (7) eine Gleichung für x', welche eine zur 
Ebene (6) parallele Ebene darstellt. Somit folgt: 
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»Alle Punkte, welche von einer (n — l)-dimensionalen Ebene 
einen festen Abstand haben, liegen auf einer zu ihr parallelen Ebene.« 

Speciell sind die Koordinaten Xi . . . Xn die kürzesten Ab- 
stände des zu bestimmenden Punktes von den n Ebenen xi == 0, 

X2 ^= U . . • Xn = U. 

In den angegebenen Sätzen tritt die vollste Übereinstimmung 
mit der euklidischen Geometrie zu Tage. Wir möchten gern 
den Grund für diese Thatsache näher erörtern; indessen glauben 
wir darauf an dieser Stelle nicht eingehen zu dürfen. 

§4. 

Die Messung der krummen Linien. 

1. Wenn in Euklids System die Benutzung der Gröfsensätze 
beträchtlich eingeschränkt, die Bewegung aber nicht entbehrt 
werden kann, so lohnt es sich ohne Zweifel, zu untersuchen, ob 
nicht vielleicht umgekehrt die Gröfsensätze aus der Kongruenz 
hergeleitet werden können. Dafs dieser Gedanke nicht neu ist, 
ergiebt sich aus einer Stelle bei Proklus, welcher erzählt, Apol- 
lonius habe geglaubt, einen Beweis für die Axiome Euklids liefern 
zu können, und zwar auf folgender Grundlage: »Da « dem ß 
gleich ist, nimmt es denselben Raum ein wie dieses; und da ß 
dem / gleich ist, nimmt es ebenfalls denselben Raum ein; also 
nimmt a mit / denselben Raum ein, ist ihm also gleich.« Dieser 
Gedanke genügt in der That, die Gröfsensätze für gerade Strecken, 
für Bogen desselben Kreises und für Winkel auf die Kongruenz 
zurückzuführen. Um aber ganz allgemein zum Ziel zu gelangen, 
bedarf es weiterer Erwägungen, die wir im folgenden darlegen 
wollen.*) 

Dabei müssen wir jedoch beachten, dafs eine Vergleichung 
zweier Gröfsen nach gleich, gröfser und kleiner nur in besonderen 
Fällen, z. B. bei geraden Strecken, unmittelbar möglich ist, dafs 
man aber im allgemeinen eine derartige Vergleichung erst an- 
stellen kann, nachdem man sie durch dieselbe Einheit gemessen 
hat. Bei der Messung beliebiger Gebilde macht man aber (fast 
regelmäfsig) von der Messung der geraden Strecke Gebrauch. 
Demnach wollen wir, dem Charakter unserer Entwicklung ent- 
sprechend, die Methode, nach der gerade Strecken gemessen 
werden, als bekannt voraussetzen, ohne sie einer nähern Prüfung 
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zu unterziehen, und nur die Messung der übrigen Raumgebilde 
besprechen. 

2. Um eine krumme Linie zu messen, welche durch die 
beiden Punkte A und B begrenzt wird, schieben wir eine end- 
liche Anzahl von Punkten (1, 1), (1, 2) . . . (1, m) auf dem 
Bogen AB zwischen die Punkte A und B derartig ein, dafs der 
von den Punkten A = (1, 0) und (1, i) begrenzte Bogen alle 
Punkte (1, a) enthält, für welche die Marke a kleiner ist als t, 
während auf dem von den Punkten (1, i) und B = (1, m + 1) 
begrenzten Bogen diejenigen Punkte (1, ß) liegen, für welche die 
Marke ß '^ c ist. Nun bezeichne ich die Länge der von den 
Punkten (1, x) und (1, x + 1) begrenzten Strecke durch lix und 
setze die Summe lio + Ui + • • • + l im = Li. Indem ich jetzt 
zwischen irgend zwei Punkte (1, i) und (l, t + 1) weitere Punkte 
in endlicher Anzahl einschiebe und die neuen Punkte zu den 
früheren hinzunehme, bringe ich sie alle in die Reihe (2, 1), 
(2, 2) . . . (2, n) nach derselben Regel, welche für die Zahlen 
(1, a) aufgestellt wurde; auch bezeichne ich den Punkt A jetzt 
durch (2, 0), den Punkt B durch (2, n + !)• Dann möge die 
Länge der Strecke [(2, x), (2, x + 1)] gleich Ux und die Summe 
l»o + ^21 + l8 2 + • • . + Un = L2 gesetzt werden. Durch Ein- 
schiebung weiterer Punkte gelange ich der Reihe nach zu weiteren 
Längen L3 . . . L^ . . . Wofern der zu messende Bogen keine 
geradlinigen Teile enthält, ist stets L^+i>L^. Demnach nähern 
sich die Gröfsen L^ mit wachsendem fi entweder einem be- 
stimmten Grenzwerte, oder sie werden unendlich grofs. Nähert 
sich die Gröfse L^ bei jeder Wahl der Teilpunkte demselben 
endlichen Grenzwerte L, wofern nur die einzelnen Strecken l^x 
unbegrenzt abnehmen, so stellt die Gröfse L die Länge des 
Bogens dar. 

3. Um zunächst den einfachsten Fall zu erledigen, nehmen 
wir an, die Kurve habe in allen zwischen A und B gelegenen 
Punkten Tangenten und Schmiegungsebenen. Dann können die 
Punkte (/M, x) so gewählt werden, dafs folgende vier Bedingungen 
erfüllt sind: 

a) die in irgend zwei Punkten (^, x) und (//, x + 1) an die 
Kurve gelegten Tangenten bilden einen Winkel mit einander, der 
einen fest gewählten, beliebig kleinen Winkel 6 niemals übersteigt; 
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b) die Schmiegungsebenen der Kurve in den Punkten (/«, x) 
und (jM, X + 1) schneiden sich unter einem Winkel, der niemals 
gröfser ist als ein festgesetzter Winkel s; 

c) die in irgend einem Punkte des Bogens (jU, t), (/m, e + 1) 
an die Kurve gelegte Tangente ist gegen jede der beiden Tan- 
genten in (^, i) und (^5 ^ + 1) unter einem Winkel geneigt, der 
kleiner ist als 6; 

d) auch die Schmiegungsebene, die in irgend einem solchen 
Punkte an die Kurve gelegt ist, bildet mit den Schmiegungs- 
ebenen in den Punkten (^, i) und (jm, 4 + 1) Winkel, die kleiner 
sind als e. 

Nun falle der Punkt (//, i) mit dem Punkte (^ + 1> ^) und 
der Punkt (^, t -|- 1) mit dem Punkte (/< + 1> ^ + P + 1) zu- 
sammen. Dann projiziere man die Strecken 1^4. 1^x4.« (für 
« — 0, !...()) auf die Strecke 1^/. Die Summe dieser Pro- 
jektionen bildet die Strecke \fii selbst, während der Cosinus des 
Winkels, den die projizierte Strecke mit der Strecke l^t bildet, 
stets gröfser ist als das Produkt cosdcose. Da wir aber für d 
und s feste Gröfsen gewählt haben, die von der Marke i unab- 
hängig sind, so folgt die Relation: 

Hiernach erhält man für Lfi einen endlichen Grenzwert, da 
die Winkel 6 und e beliebig klein gewählt werden können. 

Dieser Grenzwert wird aber stets erhalten, von welchen 
Punkten man auch ausgehen mag. So sei man bei der Wahl 
irgend anderer Punkte zu einer Gröfse Lv gelangt, und die Punkte 
seien in diesem Falle so gewählt, dafs nach Festsetzung zweier 
beUebig klein gewählter Winkel di und Si die Hinzunahme wei- 
terer Punkte zu einer Gröfse Lv'-fi führt, für welche die Relation 
besteht : 

Lv' <^ Lv'-j_i <C — T • 

^ COSOi COSCi 

Dann kann man, um L^^-i zu gewinnen, zu den fiir L/i benutzten 
Punkten alle diejenigen Punkte hinzunehmen, bei deren Anwendung 
sich die Gröfse Lv ergiebt, und ebenso kann man für Lv'+i zu 
den für Lv' benutzten Punkten alle diejenigen Punkte hinzufügen, 
vermittelst deren man die Länge L^ erhalten hat. Dadurch wird 

Killing, Grundlagen der Geometrie. II. 2 
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L^_i.i = Lv'+i. Man kann daher dieselbe Gröfse Lu^i sowohl 
beliebig nahe an L^ wie an Lv bringen; somit haben beide den- 
selben Grenzwert. 

4. Hier mögen zwei kurze Bemerkungen gestattet sein. 
Erstens: man übersieht sofort, dafs die vorstehende Entwicklung 
ungeändert bleibt, wenn die Kurve eine endliche Zahl von Punkten 
besitzt, in denen sich keine (festen) Tangenten und Schmiegungs- 
ebenen an sie legen lassen; man hat diese Punkte auszuschliefsen, 
indem man sie etwa zu Mittelpunkten von Kugeln wählt, nur 
für die aufserhalb der Kugeki gelegenen Segmente die Längen 
bestimmt und dann die Radien unbegrenzt abnehmen läfst. 

Zweitens wolle man beachten, dafs die Benutzung des Co- 
sinus und damit die Beschränkung auf eine parabolische Raumform 
nicht notwendig ist. Man kann geradezu die bei der Kreismessung 
gebräuchliche Methode ihres speciellen Charakters entkleiden und 
kommt dadurch zu Folgerungen, die für alle Raumformen gültig 
sind. Indessen glaubte ich die obige Darstellung bevorzugen zu 
sollen, weil sie sich durch Kürze auszeichnet und weil man un- 
mittelbar übersieht, welche Änderungen angebracht werden müssen, 
wenn sie auf nicht- euklidische Raumformen übertragen werden 
soll (vgl. Stolz, math. Ann. B. 18. S. 271 Fufsnote). 

5. Man kann, wie ScheefFer bewiesen hat, den Begriff der 
Länge auch in vielen Fällen aufstellen, wo die vorangehende 
Untersuchung nicht zum Ziele führen würde. Namentlich gilt 
unabhängig von der Annahme über die Existenz von Tangenten 
folgender Lehrsatz: 

Wenn alle Gröfsen Lv bei irgend einer Wahl der Teilpunkte 
unterhalb einer festen endlichen Gröfse G bleiben, so bleiben sie 
auch bei jeder andern Wahl der Teilpunkte unterhalb dieser Gröfse, 
und Lv hat für v = CXD den von der Wahl der Teilpunkte un- 
abhängigen Grenzwert L. 

Irgend einer Wahl der Teilpunkte möge die Reihe Li , Lg . . . 
entsprechen. Da alle in dieser Reihe vorkommenden Gröfsen 
kleiner sind als G, und L^+i ^ Lfx ist, so haben die Gröfsen L^ 
eine obere Grenze, der sie sich unbegrenzt nähern, ohne sie zu 
überschreiten; diese Gröfse sei L. 

Einer andern Wahl der Teilpunkte möge die Reihe Li', Lg' . . . 
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entsprechen; dann ist zu beweisen, dafs auch diese Reihe einen 
bestimmten Grenzwert L' besitzt, und dafs L = L' ist. 

Die Zahl der Teilpunkte, die zur Erlangung der Gröfse Lv' 
benutzt werden, sei p, und sie mögen der Reihe nach mit 1', 
2' . . . p' bezeichnet werden. Jedem dieser Punkte x'=s 1' . . . p- 
ordne man einen Bogen Sx zu, der nur den Punkt Xy aber keinen 
andern Punkt aus dieser Reihe enthält, und der noch folgender 
Bedingung genügt: Ist die Länge d beliebig gewählt und sind 
A, B, C irgend drei Punkte dieses Bogens, so soll stets 

AB -f- BC — AG < - sein. Bei der ersten Reihe Li, L2 . . . 

mufs einmal, etwa für L^, eine Auswahl der Punkte erreicht 
werden, bei der in jedem so erhaltenen Bogen Sx mindestens 
zwei Punkte (^, a) und (jU, a + 1) liegen. Indem wir jetzt in 
der Summe L^ die Strecke, welche zwei Punkte des Bogens Sx 
verbindet, durch die Summe der beiden Strecken ersetzt, welche 
den Punkt x mit jenen beiden Punkten verbindet, erhält L^ einen 
Zuwachs, der kleiner ist als ö. Demnach ist 

L^ + ^ ^ Lv'. 
Umsomehr ist L+ ^>Lv', oder da ö beliebig klein angenommen 
werden kann: L^Lv'. Demnach nähern sich auch die Gröfsen 
Lv mit wachsendem v einem bestimmten Grenzwert L', und 
dieser Wert kann nicht gröfser sein als L. Nun können wir 
aber in der vorhergehenden Betrachtung die gestrichenen und die 
ungestrichenen Buchstaben mit einander vertauschen; es ergiebt 
sich demnach, dafs auch L nicht gröfser ist als L' oder dafs ist : 
L = L'. 

6. Scheeffer zeigt auch, dafs sich in vielen Fällen die Länge 
bestimmen läfst, wo die Anwendung der gewöhnlichen Regeln 
nicht ausreicht. Indem wir uns auf eine euklidische Ebene be- 
schränken, legen wir ein rechtwinkliges Koordinaten-System in 
X und y zu Grunde und nehmen an, y sei zwischen den Grenzen 
xo und xi eine eindeutige Funktion f (x) von x. Für den vor- 
liegenden Zweck ist es gut, den Begriff der derivierten Funktion 
zu erweitern. Nachdem eine positive Gröfse h beliebig ange- 
nommen ist, mufs die Gesamtheit der Gröfsen 

f(x + h')-f(x) . 

h' 
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WO h' alle zwischen und h liegenden Werte erhält, entweder 
zwischen zwei endlichen Grenzen verbleiben, oder eine oder beide 
Grenzen können unendlich grofs werden. Wir können die obere 
Grenze mit Dh, die untere mit Dh' bezeichnen, indem wir zu- 
lassen, dafs eine dieser Gröfsen oder beide unendlich grofs werden. 
Da nun für hi <C h stets Dhi ^ Dh, und Dh'i ^ Dh' ist, so sind 
die Grenzwerte 

lim Dh = D+ , und lim Dh' = D+ 
h=o h=o 

vollständig bestimmt. ScheefFer nennt sie die »vordere obere« 
und die »vordere untere Derivierte« von f (x). Ebenso definiert 
er, indem er der Gröfse h einen negativen Wert beilegt, die 
»hintere obere Derivierte« D~ und die »hintere untere Derivierte« 
D_ von f (x). 

Mit Anwendung dieser Bezeichnungen läfst sich folgender 
Lehrsatz beweisen: 

Wenn die beiden vorderen (oder hinteren) Derivierten der 
stetigen Funktion f (x) für alle inneren Punkte des Intervalles 
XoXi zwischen G und G' liegen, wo mindestens eine dieser beiden 
Zahlen endlich ist, so hat die Kurve y = f (x) von x© bis xi 
eine bestimmte endliche Länge L. 

Beim Beweise benutzen wir den bekannten Satz: 

Wofern die beiden vorderen Derivierten der stetigen Funktion 
f (x) an keiner Innern Stelle des Intervalls xoXi gröfser sind als 
die endliche Zahl H, so ist auch der Quotient 

f (x ) - f (x) 

x' — X 

niemals gröfser als H, welche Punkte des Intervalls man auch 
für X und x' annehmen mag. 

Demnach ist für G ^ G' : 

G < L(^)^-L(?) < G. 

— X — X — 

Um zu erkennen, ob die Kurve eine Länge hat, müssen wir 
der obigen Vorschrift entsprechend die Gröfse bilden: 



= 2 |/(xv. 



3 2 

r-fi — Xv, r) + (yv, r+i — Jv, r) • 



Wir wählen H als eine endliche positive Gröfse, welche 
ganz willkürlich ist, wofern G und G' dasselbe Vorzeichen haben, 
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aber in dem Falle, dafs G und G' verschiedenes Vorzeichen be- 
sitzen, nicht kleiner sein darf als der kleinere absolute Wert von 
G und G'. Jetzt trennen wir die Glieder der Summe Lv in zwei 
Gruppen, indem wir diejenigen zur ersten Gruppe rechnen, für 
welche der absolute Betrag des Quotienten 

yy, r+i — yv, r 

Xv, r-fi — Xv, r 

höchstens gleich H ist, während wir die übrigen in die zweite 
Gruppe verweisen. Für die erste Gruppe wenden wir einen, für 
die zweite zwei obere Striche an. Dann ist: 

Lv ^ (xi — xo) Vr+W, und 

— H (Xi — Xo) ^ H' (yv, r+i — yv, r) ^ H (Xi — Xo). 

Die Glieder 

S" (yv, r+i — yv, r) 

haben sämtlich dasselbe Zeichen; die Summe ist also gleich 
yi — yo — ^' (jv, r+i — yv, r) und ihr absoluter Betrag jedenfalls 
nicht gröfser als 

(yi — yo) + H (xi — Xo). 
Demnach wird 

Lv' ^ i(yi - yo) + H. (x, - xo)} Y^, + 1, und 

Lv = Lv + V ^ Vl+Ü^ [2 (xi - Xo) + ^yL=Xo)]. 

Da hiernach Lv stets endlich bleibt, so existiert ein fester 
Grenzwert L, die Länge der Kurve. 

Um ein Beispiel zu bilden, denken wir die Gesamtheit der 
positiven rationalen Zahlen wp in folgender Weise angeordnet: 

Wenn ist W() = — , wo p^ und qg ganze Zahlen ohne gemein- 

schaftlichen Teiler sind, so lasse man diejenigen Zahlen w^ voran- 
gehen, für welche P() + q(> = ^Q einen kleineren Wert hat; bei 
gleichem Werte von sg ordne man die Zahlen W() nach ihrer 
Gröfse (vergl. den Anfang des § 10). Nun setze man 

1_ 

und bilde die Summe 

f (x) = Scg (x — W())3, 
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welche stets konvergiert. Diese Funktion ist stetig und nimmt 
mit wachsendem x beständig zu. Da demnach die vordere Deri- 
vierte stets zwischen und + 00 liegt, so hat die durch die 
Gleichung y = f (x) dargestellte Kurve zwischen je zwei Punkten 
eine bestimmte Länge. 

§ 5. 
Die MeBsung der Flächen. 

1. Wie sehr das allgemeine Streben dahin geht, die Gleichheit 
auf die Kongruenz zurückzufuhren, geht aus den zahlreichen Kon- 
struktionen hervor, die den Zweck haben, flächengleiche Polygone 
in kongruente Teile zu zerlegen.^) Zuerst dürfte W. Bolyai ein 
derartiges Verfahren angegeben haben, das leider wenig beachtet 
worden ist. Gerwien führte eine entsprechende Zerlegung bei 
beliebigen flächengleichen Dreiecken aus; sein Verfahren wurde 
von Göpel vereinfacht. Viel weiter geht Hr. Rithy, dessen Kon- 
struktionen besonders einfach sind. 

Wofern man nur die Möglichkeit einer derartigen Zerlegung 
übersehen will, ist es am einfachsten, vom Parallelogramm aus- 
zugehen, da man jedes Polygon in eine endliche Zahl von Drei- 
ecken zerlegen und jedes Dreieck in ein Parallelogramm um- 
wandeln kann. Um letzteres auszuführen, ziehe man durch den 
Eckpunkt A des Dreiecks ABC die Parallele zu HC und durch 
die Mitte M von AB die Parallele zu AG; trifit die zweite Pa- 
rallele die Seite BC in D und die erste in E, so enthält das 
Parallelogramm AEDC nur Teile, die mit Teilen des Dreiecks 
kongruent sind. Nun lassen sich flächengleiche Parallelogramme 
stets auf einander beziehen durch Vermittlung von Parallelo- 
grammen, die gleiche Grundlinie und Höhe haben. Demnach 
genügt es, den Satz zu erweisen: Wenn Parallelogramme gleiche 
Grundlinie und Höhe haben, so lassen sie sich in kongruente 
Teile zerlegen, die in den beiden Figuren nur auf verschiedene 
Weisen angeordnet sind. 

B r c E Zum Beweise lege man die 

beiden Parallelogramme mit der 
Grundlinie auf einander. Bei 
der in Figur 1 angegebenen 
Lage besteht ABCD aus ABCF 
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und AFD, ABEF aus ABCF und BEC, also je aus kongruenten 
Stücken. Dagegen ziehe man in Fig. 2, wo sich AF und BC 
zwischen B und C in O treffen, p k c r J' :e 
<lurch O die Parallele zu AB, dann 
durch G die GK || OF, durch H die 
HI II OC. Dadurch zerlegt sich ABCD 
in ABO, AOG, GOCK und GKD; 
ebenso zerfällt ABEF in ABO, BOH, 
OHIC und IHE, so dafs die einzelnen Teile kongruent sind. 
Wenn 'sich .GK und HI zwischen H und I schneiden, so wieder- 
holt man die angegebene Zeichnung. Überhaupt trage man BO, 
so oft es angeht, auf BC ab; dadurch möge man zu den Punkten 
Ol . . . On kommen, deren Anzahl endlich ist, und mache für 
jeden die angegebene Konstruktion. 

Demnach kann man, wenn zwei beliebige Polygone gegeben 
sind, durch passende Zerlegung des einen und geeignete An- 
ordnung der einzelnen Teile stets erreichen, dafs das neue Polygon 
dem andern selbst oder einem seiner Teile kongruent ist oder 
einen mit dem andern Polygon kongruenten Teil enthält. Hier- 
nach ist die Flächengleichheit auf die Kongruenz zurückgeführt. 

Bei einem derartigen Verfahren macht man jedoch eine 
Voraussetzung, die von den meisten Geometern gar nicht erwähnt 
wird und auf welche erst in der neuesten Zeit hingewiesen ist.*) 
Wir sprechen sie in folgender Weise aus: 

Dadurch, dafs man eine Figur in Teile zerlegt und diese 
beliebig anordnet, können wir zwar die Gestalt auf mannigfache 
Weise verändern; dabei ist es aber nicht möglich, eine neue Figur 
zu bilden, von welcher die gegebene selbst nur ein Teil ist oder 
welche als Teil von der ersten Figur eingeschlossen ist. 

Hr. Stolz drückt dieselbe Voraussetzung bei Beschränkung 
auf einen besonders wichtigen Fall in folgender Weise aus: 

Zerlegt man ein Polygon B durch Gerade in mehrere Teile 
und läfst auch nur einen von ihnen weg, so kann man mit den 
übrigen das Polygon B nicht mehr bedecken. 

Die Richtigkeit dieser Voraussetzung läfst sich in aller Strenge 
beweisen. Dazu dient ein Verfahren, welches geeignet ist, die 
Messung beliebiger ebenen Flächen auszuführen. Ich habe das- 
selbe bereits früher skizziert und will es im folgenden ausführlich 



24 Fünfter Abschnitt. $ 6. 

darlegen. Ich beschränke' mich aber auf die euklidische Geometrie 
und mache einige Annahmen, die geeignet sind, die Darlegung 
zu vereinfachen, ohne das Wesen des Beweises zu verändern. 
Demnach setzen wir von dem betrachteten ebenen Flächenstück 
1. voraus, dafs es nur von einer einzigen geschlossenen Linie 
(dem Umfang) begrenzt wird, und nehmen 2. an, dafs der Um- 
fang von jeder schneidenden Geraden nur in zwei Punkten ge- 
troffen wird. 

2. Nun ziehen wir in der Ebene zwei Scharen von parallelen 
Geraden derartig, dafs zwei auf einander folgende Gerade derselben 
Schar jedesmal denselben Abstand haben, und dafs diese Abstände 
für beide Systeme gleich sind; zudem sollen die Linien der einen 
Schar auf denen der andern senkrecht stehen. Hiernach begrenzen 
zwei auf einander folgende Gerade der einen Schar in Verbindung 
mit zwei solchen Linien der andern Schar jedesmal ein Quadrat. 
Von diesen Quadraten betrachte ich an erster Stelle diejenigen,, 
welche ganz innerhalb der gegebenen Fläche liegen, und nenne 
ihre Zahl a; dann zähle ich diejenigen, welche wenigstens einen 
Teil mit der Fläche gemeinschaftlich habeti, und bezeichne ihre 
Anzahl mit b. Unter den letzten b Quadraten sind die a zuerst 
betrachteten jedenfalls enthalten; daher kann b nicht kleiner sein 
als a. In dem speciellen Falle, dafs der Umfang ganz aus Strecken 
besteht, die je einer der beiden Geradenscharen angehören, liegt 
jedes Quadrat entweder ganz innerhalb oder ganz aufserhalb der 
Fläche; alsdann ist b = a. Im allgemeinen wird aber der Um- 
fang der Fläche von einzelnen Geraden des einen oder andern 
oder von Geraden beider Systeme geschnitten; dann giebt es 
Quadrate, die zum Teil innerhalb und zum Teil aufserhalb der 
Fläche liegen; alle diese gehören zu den b zweiten, aber nicht 
zu den a ersten Quadraten; es ist also jetzt b > a. Wählt man 
hierbei den Abstand zweier auf einander folgenden Parallelen 
gleich der Längeneinheit, so soll festgesetzt werden, dafs die 
Mafszahl der Fläche zwischen a und b liegt; ist aber dieser Ab- 
stand gleich dem rten Teile der Längeneinheit und sind av und 
hv die entsprechenden Zahlen, so soll die Mafszahl zwischen 

^ und —^ liegen. (Wird im ersten Falle a = b, im zweiten 

av = hv, so soll die Mafszahl gleich a, resp. gleich — sein.) 
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Dafs diese Festsetzungen nicht willkürlich getroffen, sondern 
in der Sache selbst begründet sind, bedarf keiner nähern Aus- 
einandersetzung. 

3. Wir weisen zunächst nach, dafs die angegebene Operation 
zu einer bestimmten Zahl führt, indem wir zeigen, dafs der Wert 

^ — - dadurch beliebig klein gemacht werden kann, dafs man 

V hinlänglich grofs werden läfst. Zu dem Ende betrachten wir 
die Anzahl derjenigen Geraden der beiden Systeme, welche den 
Umfang der Hache schneiden. Bei der ersten Konstruktion, wo 
der Abstand gleich der Längeneinheit gewählt wird, mögen m 
Gerade der ersten und n Gerade der zweiten Schar den Umfang 
treffen (wo m und n natürlich auch gleich o sein können). Da 
nach unserer Annahme jede Schnittlinie zwei Punkte mit der be- 
grenzenden Linie gemeinschaftlich hat, jeder Schnittpunkt aber, 
wofern er nicht mit einem Eckpunkt zusammenfällt, zwei Qua- 
draten angehört und jedes Quadrat, in dessen Umfang ein Schnitt- 
punkt liegt, zu den b einschliefsenden, aber nicht zu den a ein- 
geschlossenen Quadraten zu rechnen ist, so ist die Differenz b — a 
jedenfalls nicht gröfser als die Zahl der Schnittpunkte 2m + 2n. 
Jetzt schiebt man in jeder Schar zwischen irgend zwei auf ein- 
ander folgende Linien i» — 1 zu ihnen parallele Gerade derartig 
ein, dafs in dem neuen System der Abstand zwischen je zwei 
auf einander folgenden Geraden gleich dem rten Teile der Längen- 
einheit ist. Wenn jetzt die Zahl der schneidenden Linien in der 
einen Schar m' und in der andern n' beträgt, so gilt genau wie 
vorher die Relation: 

bv — ^v ^ 2m' -{- 2n'. 

Um die Beziehung zu erkennen, die zwischen m und m', 
n und n' besteht, bezeichne man die m im ersten Falle schnei- 
denden Linien der einen Schar der Reihe nach mit Li , L2 . . . Lm, 
die vor Li vorangehende mit Lo und die Lm folgende mit Lm-f 1. 
Dann mufs jede zu ihnen parallele Linie, die den Umfang schneidet, 
zwischen Lq und Lm+i eingeschlossen sein. Von den Parallelen 
derselben Schar, die im zweiten Falle benutzt werden, liegen aber 
nur vm -^ v — 1 zwischen Lo und Lm+i. Dieselbe Betrachtung 
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kann für die zweite Schar angestellt werden. Daraus ergeben 
sich die Beziehungen: 

m' ^ vm -f- i' — 1 

n' ^vn + V — 1. 

Demnach erhalten wir die Gleichungen: 

bv — a»» < 2m + 2n 4 4_ 
p^ p *^ p p^' 

Da aber m + n eine feste Zahl ist, so kann man v so grofs 
w^ählen, dafs die rechte Seite beliebig klein wird. Somit nähern 

sich bei der gemachten Konstruktion die Werte — und — dem- 
selben Grenzwert F. 

4. Um die Zahl F als Mafszahl bezeichnen zu dürfen, müssen 
wir nachweisen, dafs sie von der Wahl der beiden auf einander 
senkrecht stehenden Systeme von parallelen Linien unabhängig 
ist. Bei diesem Nachweis möchten wir der Kürze wegen das 
Wort Netz in einem Sinne gebrauchen, der von dem gewöhn- 
lichen etwas abweicht. Wir gehen von zwei fest gewählten 
Geraden aus, die auf einander senkrecht stehen; zu jeder von 
ihnen ziehen wir auf beiden Seiten parallele Linien so, dafs der 
Abstand zwischen zwei auf einander folgenden Linien gleich dem 
j'ten Teile der Längeneinheit ist. Die Gesamtheit der hierdurch 
erhaltenen Systeme von Linien für ein unbegrenzt wachsendes v 
nennen wir ein Netz, und sagen kurz, das durch die beiden ersten 
Geraden bestimmte Netz habe für die Fläche die Mafszahl F ge- 
liefert. Wir haben also nachzuweisen, dafs wir stets dieselbe 
Mafszahl erhalten, welches Netz wir auch zu ihrer Bestimmung 
benutzen. 

5. Dem allgemeinen Beweise schicken wir eine Anzahl von 
Hilfssätzen voraus: 

a) Die Mafszahl F bleibt ungeändert, wenn das Netz unter 
Beibehaltung der Richtungen der Systeme von Parallelen beliebig 
verschoben wird. 

Diesem Satze können wir auch folgenden Ausspruch geben: 

Indem wir von zwei auf einander senkrecht stehenden Geraden 

M und N ausgehen und zu jeder von ihnen eine Schar von 

Parallelen ziehen in einem Abstände, der gleich dem rten Teile 

der Längeneinheit ist, mögen wir bei unbegrenzter Vergröfserung 
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von V für die Fläche die Mafszahl F erhalten. Jetzt gehen wir 
von zwei anderen Linien M' und N' aus, von denen die erste zu 
M, die zweite zu N parallel ist; wenn wir dann die Mafszahl F' 
erhalten, so ist F' = F. 

Für das erste Netz mögen Hv und bv, für das zweite av' und 
hv die oben angegebene Bedeutung haben. In beiden Fällen 

werden ^ — und ^—^ bei wachsendem v unbegrenzt ab- 
nehmen. Zudem wird av = av', bv ==» bv', wenn sowohl der 
Abstand von M und M' wie der von N und N' ein Vielfaches 
vom ^'ten Teile der Längeneinheit beträgt. Wir können also, so 
lange es sich um Vergleichung der angegebenen Zahlen handelt, 
annehmen, der Abstand von M und M', und der von N und N' 

betrüge weniger als -. Hierbei können einzelne der im ersten 

Falle den Umfang treffenden Quadrate nach aufsen oder nach 
innen zu liegen kommen, und einzelne vorjier im Innern oder 
im Aufsern gelegene Quadrate an ' den Umfang gelangen. Nun 

liegt F zwischen — und -^, F' zwischen —r und -r-i der Unter- 

^ P» p" P* p9 ' 

schied beträgt aber nach unserer Entwicklung höchstens 

hv — *^^ _i_ ^^ — ^*' 

und diese Zahl kann beliebig klein gemacht werden. 

b) Wenn zwei kongruente Flächen durch Parallelverschiebung 
in einander übergeführt werden können, so liefern sie für das- 
selbe Netz gleiche Mafszahlen. 

Während in a) das Netz verschoben wird, wird hier die 
Fläche verschoben; das Ergebnis ist natürlich dasselbe. 

c) Ist eine Fläche * in eine endliche Zahl von Teilen 
^1 . . . ^m zerlegt, so ist die für irgend ein Netz erhaltene 
Mafszahl von ^ gleich der Summe der für *i ... ^m durch 
dasselbe Netz erhaltenen Mafszahlen. 

Für die Fläche <P mögen av und bv die oben angegebenen 
Werte bezeichnen; entsprechend mögen, wenn x irgend eine Zahl 
aus der Reihe 1 ... m ist, für die Fläche *« die Zahlen av^f 
und bv« gefunden sein. Da im allgemeinen einzelne der Linien, 
durch welche die Teile ^i . . . *m gegen einander abgegrenzt 
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werden, durch das Innere von Quadraten hindurchgehen, die 
innerhalb ^ liegen, so ist jedenfalls 

av ^ -S zyx, hv ^ 21 bv«, oder 

X X 

2iv = S 2iv^ "I" Pv > bv = -S \>v* — qy , 

WO pv und qv positive Zahlen mit Einschlufs der Null sind. Jetzt 
ist offenbar: 

\>v — ay S bv^c — av* pv -|- qv 

p^ X pi pi 

In dieser Gleichung hat die linke Seite und jeder der ersten m 
Summanden auf der rechten Seite den Grenzpunkt Null, folglich 
auch der letzte Teil, oder da pv und qv nicht negativ sein können, 

die Quotienten *-^ und %, selbst. Stellt also F den Grenzwert 

p^ p* 

von -4 und Fx den von —z- dar, so folgt : F = -S" Fx. 
pt p^ ' ° 

d) Wenn zwei. Parallelogramme dieselbe Grundlinie besitzen 
und zwischen denselben Parallelen liegen, so kann man stets 
durch passende Teilung des ersten und geeignete Parallel- Ver- 
schiebung der einzelnen Teile erreichen, dafs die Teile in der 
neuen Lage das zweite Parallelogramm bilden. 

Um diesen Satz und einige ähnliche recht einfach aussprechen 
zu können, führen wir folgende Bezeichnung ein: 

Zwei Polygone mögen parallel-kongruent heifsen, wenn ihre 
entsprechenden Seiten gleiche Länge, gleiche Richtung und gleichen 
Abstand besitzen, wenn also das eine durch blofse Parallel-Ver- 
schiebung zur Deckung mit dem andern gebracht werden kann. 

Hiernach können wir sagen: 

Zwei Parallelogramme mit gleichen Grundlinien, die zwischen 
denselben Parallelen liegen, können stets in parallel-kongruente 
Teile zerlegt werden. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus den Entwicklungen, die 
wir an die Figuren 1 und 2 geknüpft haben. Läfst man z. B. in 
Fig. 2 ABO an seiner Stelle, verschiebt aber AGKCO in der 
Richtung AB um eine Länge gleich AB und GDK in derselben 
Richtung um die Länge 2AB, so erhält man das Parallelogramm 
ABEF. In ähnlicher Weise kann man stets verfahren. 

e) Liegen von m Parallelogrammen Pi . . . Pm jedesmal 
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zwei auf einander folgende mit gleichen Seiten zwischen denselben 
Parallelen, so können die Parallelogramme Pj und Pm in dieselbe 
ZaTil von parallel-kongruenten Teilen zerlegt werden. 

Man hat jedesmal für zwei auf einander folgende Rächen die 
dem vorigen Satze entsprechende Teilung auszuführen und jede 
solche Zerlegung auch auf die vorhergehenden zu übertragen; 
dadurch erhält man für Pi eine Zahl von Teilen, die durch blofse 
Verschiebung in eine solche Lage gebracht werden können, dafs 
sie das Parallelogramm Pm bilden. 

f) Zwei kongruente Quadrate, die beliebige Lage zu einander 
haben, können in parallel-kongruente Teile zerlegt werden; mit 
anderen Worten: 

Wenn zwei Quadrate über gleichen Seiten errichtet sind, so 
kann man stets durch passende Teilung des ersten und geeignete 
Parallelverschiebung der einzelnen Teile erreichen, dafs die Teile 
in der neuen Lage das zweite Quadrat zusammensetzen. 

Es genügt, den Satz unter der Annahme zu beweisen, dafs 
die Quadrate einen Eckpunkt gemeinschaftlich haben. So seien 




(Fig. 3) ABCD und AB'C'D' zwei Quadrate und AB = AB'. 
Die Geraden AD' und DC mögen einander in E, die Geraden 
AB und B'C' in G schneiden; die durch D' zu AB gezogene 
Parallele möge in L mit B'C' und die durch B zu AD' gezogene 
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Parallele in F mit DC zusammentreffen. Die Schnittpunkte von 
EG mit BF und mit DL seien I und H^ und in K mögen die 
Geraden BF und D'L einander schneiden. Da die Dreiecke ADE 
und AB'G kongruent sind, müssen BD' und GE parallel sein» 
Von den Parallelogrammen D'EFK, D'EIB, D'BGH und BGLK 
liegen je zwei auf einander folgende bei gleicher Grundlinie 
zwischen denselben Parallelen. Die Parallelogramme ABFE und 
AGHD' können also in parallel-kongruente Stücke zerlegt werden. 
Dasselbe gilt einerseits für ABCD und ABFE, andererseits für 
AB'C'D' und AGLD', also auch für die Quadrate ABCD und 
ABCD'. 

g) Für ein Quadrat, dessen Seite gleich der Längeneinheit 
ist, erhält man stets die Mafszahl eins. 

Um die Mafszahl des Quadrats ABCD durch ein Netz zu 
bestimmen, in welchem die Parallelen der einen Schar mit AB' 
parallel sind, konstruiere man das kongruente Quadrat AB'C D'. 
Da eine blofse Parallelverschiebung des Netzes keine Änderung 
der Mafszahl herbeiführt, können wir das Netz zu Grunde legen, 
das durch die Geraden AB' und AD' bestimmt wird. Dann ist 
die Mafszahl von AB'C'D' offenbar gleich eins. Zerlegen wir jetzt 
nach f) die Quadrate ABCD und AB'C'D' so in n Teile Pi . . . Pn 
resp. Qi . . . Qn, dafs jedesmal P;^ zu Q;? parallel-kongruent ist, 
so liefern nach c) die Mafszahlen von Qi . . . Qn die Summe 
eins. Nun hat nach b) für das gewählte Netz die Fläche Px die- 
selbe Mafszahl wie Qx, und nach c) das Quadrat ABCD als 
Mafszahl die Summe der für Pi . . . Pn enthaltenen Mafszahlen, 
woraus die Wahrheit der Behauptung hervorgeht. 

h) Für ein Quadrat, dessen Seite gleich dem i^ten Teile der 

Längeneinheit ist, erhält man stets als Mafszahl - . 

Der Beweis dieses Satzes unterscheidet sich nicht von dem 
des vorangehenden. 

6. Jetzt können wir zum Beweise des Satzes übergehen: 

Die durch die obige Operation erhaltene Mafszahl einer ebenen 
Fläche ist von der Wahl des Netzes unabhängig. 

In einem Netze habe man den Abstand zwischen je zwei 
auf einander folgenden Parallelen gleich dem rten Teile der Längen- 
einheit gemacht und die Zahlen a^ und hv erhalten. Ist jetzt 
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— — - — = öy so kann der Unterschied zwischen -^ und der durch 
p» p» 

dies Netz erhaltenen Mafszahl jedenfalls nicht gröfser als ö sein. 

Für ein zweites Netz nehme man den Abstand gleich dem (r())ten 

Teile der Längeneinheit. Von den hierbei erhaltenen Quadraten 

mögen mindestens c innerhalb eines jeden der vorher erhaltenen 

Quadrate liegen. Dann kann man nach 5. h) durch Vergröfserung 

c 1 

von Q erreichen, dafs ^ — .y beliebig nahe an — kommt. Ist h 

die gröfste Differenz, welche der Wert von — — , x« bei 

einem der ersten Quadrate erreicht, so beträgt der Unterschied 
der durch beide Messungen erhaltenen Mafszahlen höchstens av. £. 
Da man aber bei der zweiten Operation q beliebig vergröfsern 
und dadurch £ beliebig klein machen kann, so läfst sich erreichen, 
dafs av. e kleiner wird als die zuerst gefundene Gröfse 6. Hier- 
nach können sich die vermittelst der beiden Netze erhaltenen 
Mafszahlen höchstens um die Gröfse 26 unterscheiden, und dieser 
Wert kann dadurch beliebig klein gemacht werden, dafs man v 
hinreichend wachsen läfst. Hiernach ist der Beweis in aller Strenge 
erbracht. 

7. Wir haben jetzt zu zeigen, in welcher Weise krumme 
Flächen gemessen werden können. Dabei wollen wir uns auf 
Flächen beschränken, die in jedem Punkte eine Tangentialebene 
besitzen, oder für welche diese Forderung wenigstens im allge- 
meinen erfüllt ist. Zunächst beschreiben wir in die das Flächen- 
stück begrenzende Linie einen Sehnenzug und bezeichnen die 
Punkte, in denen zwei Sehnen zusammenstofsen, der Reihe nach 
mit Ao, Ai, Aj . . . Ax . . . Zu irgend zwei auf einander fol- 
genden Punkten Ax Axo-i bestimme ich auf der Fläche einen 
weiteren Punkt Ax' so, dafs die durch diese drei Punkte gelegte 
Ebene mit den drei in diesen Punkten an die Fläche gelegten 
Tangentialebenen Winkel bildet, die kleiner sind als ein fest ge- 
wählter Winkel ö. Zudem soll dasjenige Stück der Fläche, welches 
durch die Ebene Ax Ax-f-i Ax' von der übrigen Fläche abgetrennt 
wird, die Eigenschaft haben, dafs der Winkel zwischen den Tan- 
gentialebenen , die in irgend zwei Punkten dieses Teiles an die 
Fläche gelegt werden können, stets kleiner sind als rf. Ist in 
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ähnlicher Weise von Ax-i i und A)f4.2 aus der Punkt Ajf'-|_i be- 
stimmt, so wollen wir den Fall nicht ausschliefsen, dafs die Punkte 
Ax' und Ax'+i zusammenfallen; wenn aber diese beiden Punkte 
verschieden sind, so soll das Dreieck Ax+i Ax' Ax+i allen jenen 
Bedingungen genügen, die wir für Ax Ax4-i Ax' aufgestellt haben. 
In ähnlicher Weise schliefsen wir weitere Dreiecke an, bis die 
ganze Fläche mit Dreiecken angefüllt ist. Der Grenzwen, den 
die Summe der Dreiecke für einen immer kleiner werdenden 
Winkel 6 liefert, ist der Inhalt der krummen Fläche. 

Der Beweis bedarf keiner nähern Ausfuhrung, da es nur 
nötig ist, die Entwicklungen des vorigen Paragraphen zu über- 
tragen. Auch wird es nicht nötig sein zu zeigen, dafs man stets 
den aufgestellten Forderungen genügen kann. Natürlich ist es 
nicht nötig, die einzelnen ebenen Flächen als Dreiecke voraus- 
zusetzen; man darf beliebige Polygone wählen, wofern nur die 
oben bezeichneten Winkel hinlänglich klein sind. 

8. An dieser Stelle möge es gestattet sein, auf einen Unter- 
schied hinzuweisen, der, wie Hr. Schwarz*) gezeigt hat, zwischen 
krummen Linien und krummen Flächen besteht. Für den Beweis 
kommt es in beiden Fällen auf die Kleinheit der Winkel an; aber 
bei krummen Linien, die überall Tangenten besitzen, können die 
Winkel zwischen einer Sehne und den in ihren Endpunkten ge- 
zogenen Tangenten stets durch hinlängliche Verkleinerung der 
Sehnen beliebig klein gemacht werden; demgemäfs kann der 
Bogen einer krummen Linie definiert werden als der Grenzwert, 
dem sich die Länge des Sehnenzuges bei unbegrenzter Verklei- 
nerung der einzelnen Sehnen nähert. Dagegen genügt die Fest- 
setzung, dafs die sämtlichen Polygone, die in die krumme Fläche 
eingeschrieben werden, unendlich kleine Werte annehmen, selbst 
bei solchen Flächen nicht, die überall Tangentialebenen besitzen. 
Man kann eine Anordnung treffeft, bei der die einzelnen Poly- 
gone unendlich klein werden, ohne dafs ihre Ebenen mit den in 
den Eckpunkten an die Fläche gelegten Tangentialebenen immer 
kleinere Winkel bilden; dann wird aber, wie Hr. Schwarz zeigt, 
die Summe der Polygone nicht mehr den Inhalt der Fläche dar- 
stellen, sondern unbegrenzt wachsen. 
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§ 6. 
Die Messung der Körper. 

1. Während flächengleiche ebene Polygone (wenigstens in 
der euklidischen Ebene) stets in kongruente Teile zerlegt werden 
können, gilt ein entsprechender Satz für Polyeder nicht oder hat 
wenigstens bis jetzt nicht erwiesen werden können. Eine allge- 
meine Erörterung der Bedingungen, unter denen es bisher ge- 
lungen ist, inhaltsgleiche Polyeder aus kongruenten Stücken zu- 
sammenzusetzen, darf uns hier nicht beschäftigen; einzelne Fälle 
müssen wir aber anführen, soweit sie für die folgende Entwicklung 
gebraucht werden. Wir gehen von dem Satze aus: 

»Wenn die Grund- und Endflächen zweier Prismen in den- 
selben beiden parallelen Ebenen liegen und in parallel-kongruente 
Teile zerlegt werden können, während die Seitenkanten des einen 
dieselbe Richtung haben, wie die des andern: so können die 
Prismen in kongruente Teile zerlegt werden, die durch Parallel- 
verschiebung mit einander zur Deckung gebracht werden können.« 

So mögen die Prismen 11 und W mit ihren Grundflächen 
P und P' auf derselben Ebene stehen; die Seitenkanten des einen 
mögen dieselbe Länge und dieselbe Richtung haben, wie die des 
andern. (Dann liegen auch die Endflächen in einer Ebene.) Zudem 
sei die Grundfläche P in n Teile Pi . . . Px . * . Pn und die 
Grundfläche P' in n Teile Pi' . . . Px' . . . Pn' in der Weise 
zerlegt, dafs jeder Teil Px (für x = 1 . . . n) durch Parallel- 
Verschiebung zur Deckung mit Px' gebracht werden kann. Als- 
dann konstruiere man über Pi . . . Pn, Pi' . . . Pn' jedesmal 
dasjenige Prisma, dessen Seitenkanten mit denen der gegebenen 
Prismen gleiche Länge und gleiche Richtung haben; dadurch wird 
17 in die n Prismen I7i . . . I7n, W in /7i' . . . 77«' zerlegt. 
Verschiebt man üi ohne Drehung so, dafs Pi mit Pi ' zur Deckung 
gelangt, so fällt 27i mit /7i' zusammen. Da dasselbe von Uj . . . J7n 
gilt, so ist der Satz erwiesen. 

2. Nach den Untersuchungen des vorigen Paragraphen können 
zwei kongruente Quadrate, die in derselben Ebene liegen, stets 
in parallel- kongruente Stücke zerteilt werden. Somit genügen 
zwei kongruente Würfel, die eine Kante gemeinschaftlich haben, 
stets den Voraussetzungen des vorangehenden Satzes; sie lassen 

Killin^, Grundlagen der Geometrie* IL 3 
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sich also stets aus parallel-kongruenten Teilen zusammensetzen. 
Daraus ergiebt sich der folgende Satz: 

»Zwei kongruente Würfel können in dieselbe Anzahl von 
Stücken derartig zerlegt werden, dafs jedes Stück des einen durch 
Parallel -Verschiebung zur Deckung mit einem Stück des andern 
gebracht werden kann.« 

Beim Beweise dürfen wir annehmen, dals die Würfel einen 
Eckpunkt gemeinschaftlich haben. So sei der este Würfel be- 
stimmt durch die drei von demselben Punkte ausgehenden gleichen 
Strecken OA, OB, OC, von denen jede auf den beiden anderen 
senkrecht steht; in gleicher Weise seien OA', OB', OC die drei 
vom Punkte O ausgehenden Kanten des zweiten Würfels, und es sei 
OA' = OA. Die Ebene OCA schneide die Ebene OAB in OAi ; 
man lasse OBi in der Ebene OAB auf OAi und lasse OCi in 
der Ebene OCA' auf O A' senkrecht stehen. Die Punkte Ai , Bi , 
Ci wähle man so, dafs OAi = OBi = OCi = OA ist. Dann 
liegen OA, OB, OAi und OBi in derselben Ebene, die auf OC 
senkrecht steht; ebenso liegen OAi, OC, OA' und OCi in der 
auf OBi senkrecht stehenden Ebene; endlich stehen die Strecken 
OBi, OCi, OB' und OC auf OA' senkrecht. Die vier Würfel 
(O, ABC), (O, AiBiC), (O, A'BiCi), (O, A'B'C) bilden also 
eine Reihe, in der je zwei auf einander folgende eine Kante ge- 
meinschaftlich haben. Hiernach übersieht man leicht, wie die 
den Forderungen des Lehrsatzes entsprechende Zerlegung aus- 
geführt werden kann. 

Es ist vielleicht ganz passend, die Art dieser Zerteilung etwas 
näher darzulegen. Zu dem Ende bezeichne ich die vier Würfel 
der Reihe nach mit Wi, Wg, Ws, W4. Durch Ebenen, die der 
Kante OC parallel sind, wird der erste Würfel in die Teile 
T12' . . . T12™ und der zweite Würfel durch solche Ebenen in 
die Teile Tzi' . . . T21'" so zerlegt, dafs jedesmal Tf^ und 
T^, parallel-kongruent sind. Eine entsprechende Beziehung finde 
zwischen den Teilen T23' . . . Tgs'* des zweiten und den ent- 
sprechenden Teilen T32' . . . Tss" des dritten Würfels statt. 
Wenn die Teile T^, und T^, ein Stück Tf^j gemeinschaftlich 
haben, so wird diesem als einem Teile von T^, ein parallel- 
kongruentes Stück Tf2 3 von Wi und als Teil von T^^ ein 
parallel-kongruentes Stück Tf^^ von Wj entsprechen. Auf diese 
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Weise werden der erste und der dritte Würfel in Teile zerlegt, 
die durch blofse Verschiebung zur Deckung gebracht werden 
können. Nun werde eine entsprechende Zerlegung für den dritten 
und vierten Würfel in Teile T^^ und T^j ausgeführt. Hat jetzt 
der Teil T^^ mit dem Teile T?,^ ein Stück T^^.^ gemein- 
schaftlich, so wird dies einen Teil T^, 3 ^ von^Wi decken, sobald 
Tfjj mit Tfj, zur Deckung gebracht wird. Entsprechend kann 
das Stück Tg^^j durch Parallel -Verschiebung zur Deckung ge- 
bracht werden mit einem Teil T^^^^ von W4. Die hierdurch 
bestimmten Teile Tfa.,^ und T^a,^ erfüllen die angegebenen 
Forderungen. 

3. Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, die im vorigen 
Paragraphen für ebene Flächen durchgeführten Entwicklungen auf 
allseitig begrenzte Raumteile (Körper) zu übertragen.^) Wir be- 
schränken uns wieder auf den einfachsten Fall und setzen demnach 
voraus, dafs der zu untersuchende Körper eine einzige begrenzende 
Fläche besitzt und dafs jede ihn schneidende Gerade zwei Punkte 
mit dem Grenzgebilde gemeinschaftlich hat. Unsere Entwicklung 
gilt also direkt aufser für zahlreiche von krummen Flächen be- 
grenzte Körper für alle konvexen Polyeder; sie kann aber leicht 
so umgeändert werden, dafs sie auch weitere Klassen von Körpern 
umfafst. 

Wir konstruieren drei Scharen von parallelen Ebenen, von 
denen jedesmal zwei auf einander folgende denselben Abstand 
haben; die Ebenen der einen Schar sollen auf denen der beiden 
anderen Scharen senkrecht stehen. Dadurch erhalten wir ein Netz 
von Würfeln, deren Kanten dem gegebenen Abstand gleich sind. 
Wählt man diesen Abstand gleich dem yten Teile der Längen- 
einheit und liegen av der gebildeten Würfel innerhalb des zu 
messenden Körpers, während bv von ihnen im stände sind, den 
Körper einzuschliefsen, so setzen wir fest, dafs die Mafszahl zwischen 

-4 und -z liegt. Der Nachweis, dafs durch diese Festsetzung eine 

Zahl bestimmt wird, und dafs diese Zahl von der Wahl der Ebenen 
unabhängig ist, erfordert nur solche Erwägungen, die bereits im 
vorigen Paragraphen durchgeführt sind. Wir beschränken uns 
daher auf folgende kurze Bemerkung. 

Wenn für einen der Längeneinheit gleichen Abstand m Ebenen 

3* 
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der ersten, n Ebenen der zweiten und p Ebenen der dritten Schar 
den Körper schneiden, so werden höchstens np + pin + mn 
Schnittgerade je zweier dieser Ebenen den Körper treffen. Treten 
bei einem Abstände, der nur den rten Teil der Längeneinheit 
beträgt, die Zahlen m', n', p' an die Stelle von m, n, p, so ist 

m' < r (m + 1) — 1 
' n' ^ r (n + 1) — 1 

P' 5 ^ (P + 1) - 1. 
Es ist aber b^ — av ;^ 2 (n'p' + p'm' -f" "^'^ )> ^so nimmt 

hv — av , ^ , 
— unbegrenzt ab. 

§7. 
Die MesBung der geraden Strecke. 

Die drei letzten Paragraphen haben uns gelehrt, die Messung 
beliebiger Linien, Flächen und Körper auf die Messung der geraden 
Strecke zurückzuführen. Wenn auch direkt nur die erste Aufgabe 
auf die Messung von Strecken hinauskommt, so übersieht man 
doch leicht, dafs auch für die Lösung der zweiten und dritten 
Aufgabe die Mafszahlen von Strecken unentbehrlich sind. Es ist 
daher notwendig, den Prozefs, vermittelst dessen gerade Strecken 
gemessen werden, eingehend zu untersuchen. 

1. Um eine Strecke b durch eine Strecke a zu messen, trage 
ich die Strecke a, so oft es angeht, auf b ab. Es kann vor- 
kommen, dafs dies genau a-mal möglich ist, wo a eine ganze 
Zahl ist; dann ist b = a. a. Wenn dies nicht möglich ist, so 
setzen wir voraus, es gebe ein Vielfaches von a, welches gröfser 
ist als b. Hiernach giebt es eine ganze Zahl a von der Beschaffen- 
heit, dafs die Strecke a, «-mal auf b abgetragen, die Strecke b 
noch nicht anfüllt, dafs aber die Hinzunahme einer weitern Strecke 
a bereits über b hinausführt, oder dafs ist: 

«a -< b << (a + 1) ä- 
Um die Messung weiter fortsetzen zu können, mufs man 

annehmen, es sei möglich, die Strecke a in r gleiche Teile zu 

zerlegen. Diejenige Strecke, die man genau r-mal auf a abtragen 

kann, bezeichnen wir durch -a und legen ihr die Mafszahl - 

bei. Kann man jetzt die Strecke -a genau ß-mdl auf b abtragen, 
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B B 

so setzt man b = -a und nennt - die Mafszahl. Im allge- 

V V 

meinen kann man aber nur eine ganze Zahl ß derartig bestimmen, 
dafs ist: 

- a <C b <C — a. 

Nun könnte man denken, für zwei beliebig gewählte Strecken 
a und b gäbe es immer eine ganze Zahl v von der Beschaffen- 
heit, dafs -a sich vollständig genau auf b abtragen läfst. Das ist 

aber nicht der Fall, und eine der grofsartigsten Entdeckungen, 
die wir den Pythagoreern verdanken, ist die Erkenntnis, dafs zwei 
Strecken kein gemeinschaftliches Mafs besitzen können. 

2. Von vornherein müssen wir die Existenz inkommensura- 
beler Strecken für höchst wahrscheinlich halten. Man trage näm- 
lich die Längeneinheit von einem festen Punkte aus beliebig oft 
in einer bestimmten Richtung ab; dadurch gelangt man zu Punkten, 
die mit den Ziffern 1, 2, 3 . . . bezeichnet werden sollen. Indem 
man jetzt die Hälfte der Längeneinheit von demselben Punkte 
aus in der gegebenen Richtung abträgt, wird zwischen je zwei 

der vorhin bezeichneten Punkte « und a + 1 ein Punkt — ^— 

eingeschoben. Macht man denselben Prozefs mit dem dritten, 
vierten . . . Teile der Längeneinheit, so werden stets, wie weit 
man auch gehen mag, nur diskrete Punkte markiert, während die 
nicht markierten Punkte ganze Strecken anfüllen. Man wird 
kaum annehmen können, dafs die Fortführung dieses Prozesses 
alle in der festgesetzten Richtung liegenden Punkte liefert. 

Das ist denn auch bereits von den Alten direkt gezeigt 
worden, und es dürfte nicht ohne Interesse sein, einen geome- 
trischen Beweis hierfür mitzuteilen, da bei den bekannten alge- 
braischen Beweisen die gemachten Voraussetzungen nicht deutlich 
zu Tage treten. In einer parabolischen Raumform sei ABC ein 
rechtwinkliges Dreieck, dessen Seiten AB und AC einander gleich 
sind. Man trage CD = CA auf CB ab und errichte in D aut 
BD die Senkrechte, welche die Seite AB in E trifft. Dann ist 
CAD = CDA und deshalb auch EAD = EDA. Demnach ist 
ED = EA, und das Dreieck EDB ist ebenfalls gleichschenklig- 
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rechtwinklig. Hätten jetzt AC 
und CB ein gemeinschaftliches 
Mafs, so müfste dasselbe auch 
in DB und AB, also auch in 
DB und EB enthalten sein. Es 
müfste also, da EA <. EB ist, 
kleiner sein als die Hälfte von 
AB. Nun kann man aber auf 
EDB dieselbe Konstruktion an- 
wenden und so stets in unbe- 
grenzter Folge neue gleich- 
schenklig-rechtwinklige Dreiecke derartig herleiten, dafs die Kathete 
des folgenden Dreiecks kleiner ist als die Hälfte der Kathete des 
vorangehenden und dafs ein etwa vorhandenes gemeinschaftliches 
Mafs von AB und BC auch in den Seiten aller folgenden Drei- 
ecke aufgeht. Das widerstreitet aber der an erster Stelle gemachten 
Annahme; denn wenn es eine solche Strecke gäbe, so müfste 
für ein beliebiges ^ ihr 2/i-faches kleiner sein als AB. 

3. Ist für eine Zahl v die Gleichung erfüllt: b«»-a,so 

nennen wir A = - die Mafszahl von b für die Strecke a als Ein- 

V 

heit. Wofern für irgend eine andere Zahl Vi die Zahl «i so 
bestimmt ist, dafs 

^<A<'^^-+-^- 

ist, wird auch stets die Forderung befriedigt: 

— a *^ D <^ a. 

Vi -~ Vi 

Jede rationale Zahl A ist also durch die Festsetzung A = - 

vollständig bestimmt. 

Es fragt sich aber, ob wir auch dann von einer Mafszahl 
sprechen können, wenn die beiden Strecken kein gemeinschaft- 
liches Mafs haben. Diese Frage spaltet sich nach den vorigen 
Entwicklungen in die beiden folgenden: 

a) Ist durch die Festsetzung: 

(1) ? < A < ^L+ J 
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eine, und zwar eine einzige Zahl bestimmt, wofern eine Methode 
bekannt ist, die gestattet, jedem Werte von v einen der Glei- 
chung (1) entsprechenden Wert von a zuzuordnen? 

b) Ist die Strecke b ihrer Gröfse nach vollständig bestimmt, 
wenn die * Längeneinheit gegeben und die Mafszahl durch die 
Festsetzung (1) bestimmt ist? 

Natürlich setzt die Aufstellung der zweiten Frage bereits die 
Bejahung der ersten voraus. 

Für die Beantwortung der ersten Frage erinnern wir uns, 
dafs zahlreiche Aufgaben der Algebra nicht durch rationale Zahlen 
gelöst werden können. Suchen wir z. B. diejenige Zahl A, deren 
Quadrat gleich 2 ist, so erkennen wir unmittelbar, dafs diese 
Zahl nicht rational sein kann ; dagegen zerfallen alle Zahlen, deren 
Nenner gleich v ist, derartig in zwei Klassen, dafs das Quadrat 
der zur ersten Klasse gehörigen Zahlen kleiner, das Quadrat jeder 
Zahl der zweiten Klasse aber gröfser ist als 2. Man kann dem- 
nach jedem ganzzahligen Nenner v eine ganze Zahl a so zu- 
ordnen, dafs 






i 



ist. Da aber für positive rationale Zahlen A, B, C, D aus den 
Gleichungen A* = B, 0^ = und B > D auch A > C folgt, 
so mufs, wenn dies Gesetz allgemein gültig sein soll, auch die 
Forderung gestellt werden: 

V V 

Endlich giebt es bei Beschränkung auf positive rationale 
Zahlen nur eine einzige Zahl A, die bei gegebenem Werte von 
B der Gleichung genügt : A* = B ; will man dies Gesetz für alle 
positiven Zahlen B aufrecht erhalten, so mufs man annehmen, 
die angegebene Einschliefsung stelle nur einen einzigen Wert für 
y2 dar. 

Ebenso stellt keine rationale Zahl den Logarithmus von 2 
für die Grundzahl 10 dar; aber für jeden Wert von v läfst sich 
ein Wert von a derartig bestimmen, dafs ist: 

a V a + 1 

10 < 2 < 10 : 
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man hat also zu setzen: 

- < log 2 < — ! — . 

Auf die eigentliche Theorie der Irrationalzahlen können wir 
hier nicht eingehen; wir begnügen uns mit zwei kurzen Be- 
merkungen. An erster Stelle weisen wir darauf hin, dafs es nicht 
notwendig ist, für den Nenner v alle ganzen Zahlen zu nehmen, 
dafs es vielmehr genügt, diejenigen auszuwählen, welche Potenzen 
einer bestimmten Zahl (etwa von 10) sind. Zweitens müssen 
wir doch den Beweis dafür andeuten, dafs man mit den Irrational- 
zahlen rechnen kann. Dieser beruht darauf, dafs, wofern für eine 
Reihe von Zahlen nur gewisse Intervalle gegeben sind, man auch 
für eine neue, durch die Grundrechnungeu aus ihnen gewonnene 
Zahl ein Intervall angeben kann, und dafs das letzte Intervall 
immer mehr eingeschränkt werden kann, sobald man die Inter- 
valle für die ersten Zahlen hinlänglich klein werden läfst. Ist z. B, 

?<A<^i,^<B<^-i, 

V V fl fi 

so hat man für die Summe A -|- B das Intervall ^-— ^~; um dies 

flV 

Intervall für einen beliebigen Wert von q kleiner als - zu machen, 

hat man nur fi und v passend zu wählen. 

4. Wir haben oben vorausgesetzt, dafs man jede Strecke in 
V gleiche Teile zerlegen kann. Umgekehrt erkennt man aber 
unmittelbar, dafs eine derartige Teilung nur auf eine einzige Weise 
möglich ist. Demnach ist auch die Länge einer Strecke voll- 
ständig bestimmt, wenn ihre Mafszahl für eine gegebene Längen- 
einheit bekannt und diese Zahl rational ist. Es fragt sich aber, 
ob bei gegebener Einheitsstrecke auch eine irrationale Mafszahl 
die Länge einer Strecke bestimmt. Es sei also eine Strecke a 
gegeben und eine Zahl durch die obige Einschliefsung für jeden 
Wert von v definiert. Wir wählen einen Punkt O und tragen 

In einer festgewählten Richtung die Strecken OAv = - und 

n -4— 1 

OAv' = - — — a ab. Wie grofs auch immer die Zahl v gewählt 
ist, bleibt stets eine Strecke Av Av', auf der der gesuchte Punkt 
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X liegen mufs. Es fragt sich aber, ob die unendliche Fortsetzung 
der Einschliefsung oder, wenn man lieber will, die Zusammen- 
fassung des ganzen Prozesses den Punkt X eindeutig bestimmt. 
Nun giebt es zwei Möglichkeiten: entweder giebt es nur einen 
Punkt X, der allen diesen Festsetzungen entspricht, oder es giebt 
eine Strecke BB', in die keine zwei Punkte Av und Av' hinein- 
fallen. Im letzten Falle müfste die Strecke BB' kleiner sein als 

a 

die Strecke Av Av'. Nun ist Av A»''= -: es müfste also 

V. BB' < a sein, wie grofs man auch die Zahl v wählen mag. 
Die Existenz einer solchen Strecke widerspricht aber dem an 
erster Stelle vorausgesetzten Satze. Sobald also dieser Satz als 
richtig angenommen wird, gehört nach Wahl der Längeneinheit 
zu jeder Strecke eine einzige Mafszahl und zu jeder Mafszahl eine 
bestimmte Strecke. 

Der Messung einer geraden Strecke liegen demnach die beiden 
Voraussetzungen zu Grunde: 

a) Wenn eine Strecke b gröfser ist als eine Strecke a, so 
giebt es immer ein Vielfaches von a, welches gröfser ist als b. 

b) Für eine beliebige ganze Zahl v kann man jede Strecke 
in V gleiche Teile zerlegen. 

Es erübrigt noch, die Berechtigung dieser beiden Voraus- 
setzungen zu prüfen. Zu dem Ende müssen wir uns mit mehreren 
Untersuchungen bekannt machen, die teils der älteren, teils der 
neuesten Zeit angehören. 

§ 8. 
Die Stetigkeit bei Euklid. 

1. Bei einem oberflächlichen Einblick in Euklids Elemente 
könnte man zu der Meinung kommen, als ob die Stetigkeit für 
die Geometrie keine Bedeutung habe; denn sie wird dort nie- 
mals ausdrücklich erwähnt. Wir müssen uns daher fragen, ob 
dieser Begriff vielleicht nur rein äufserlich zurücktritt, zugleich aber 
doch einen wesentlichen Bestandteil vieler Beweise bilde. 

Um diese Frage zu beantworten, wollen wir die Art und 
Weise besprechen, in der Euklid die Konstruktions-Aufgaben be- 
handelt, da diese Aufgaben einerseits überaus zahlreich sind, 
andererseits vielfach geradezu die Rolle von Existenzbewei^en 
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spielen. Da tritt uns die auffallende Thatsache entgegen, dafs die 
Beweise für die Richtigkeit einer Konstruktion stets eine Lücke 
besitzen, die nur vermittelst des Princips der Stetigkeit ausgefüllt 
werden kann. Wenn Euklid z. B. über der gegebenen Grund- 
linie AB ein gleichseitiges Dreieck konstruieren will, so beschreibt 
er zwei Kreise, die beide die Strecke AB zum Radius haben, und 
von denen der eine in A, der andere in B einen Mittelpunkt 
hat; der Schnittpunkt dieser beiden Kreise liefert den dritten 
Eckpunkt des Dreiecks; aber gerade dafiir, dafs die Kreise ein- 
ander schneiden, fehlt jeder Nachweis. 

Überhaupt werden gerade Linie und Kreis in jeder Kon- 
struktions-Aufgabe benutzt. Demnach sollte man denken, dafs die 
Lehre über den Schnitt eines Kreises mit einer geraden Linie 
oder mit einem zweiten Kreise besonders eingehend behandelt 
wäre. Aber dem ist nicht so; gerade diese Teile gehören zu 
den schwächsten in dem sonst so vorzüglich angelegten Lehr- 
gebäude. Der Beweis des überaus einfachen Satzes, dafs zwei 
Kreise ganz zusammenfallen, wofern sie den Mittelpunkt und einen 
Punkt des Umfanges gemeinschaftlich haben, wird in mehrere Teile 
zerlegt, von denen jeder zahlreiche Erwägungen erfordert. Zwar 
nimmt die Untersuchung über die gegenseitige Lage zweier Kreise 
einen bedeutenden Raum ein; aber wir vermissen gerade die- 
jenigen Sätze, die für die Anwendungen am wichtigsten sind; so 
fehlen die Bedingungen dafür, dafs zwei Kreise zwei oder einen 
oder keinen Punkt gemeinschaftlich haben. Demnach leiden alle 
Konstruktionen bei Euklid an der Lücke, dafs man nicht weifs, 
ob die benutzten Kreise und Geraden einander schneiden. Selbst 
die Konstruktion des Dreiecks aus den drei Seiten ist von diesem 
Mangel nicht frei: w^ohl wird darauf hingewiesen, dafs jedesmal 
die Summe zweier Seiten gröfser sein mufs als die dritte; aber 
den Nachweis, dafs unter dieser Bedingung die Konstruktion stets 
möglich ist, sucht man vergebens. 

Eine ähnliche Lücke findet man in der Stereometrie, wo 
ohne jeden Versuch eines Beweises sehr häufig von dem Satze 
Gebrauch gemacht wird, dafs zwei Ebenen entweder parallel sind 
oder sich in einer geraden Linie schneiden. 

2. Die neueren Lehrbücher leiden meistens nicht an dem 
erwähnten Mangel, indem sie fiir die soeben erwähnten Sätze 
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strenge Beweise liefern. Dabei wird aber das Princip der Stetig- 
keit benutzt. Um z. B. zu zeigen, dafs zwei Kreise einander 
schneiden, wenn die Entfernung der Mittelpunkte gröfser ist als 
die Differenz, aber kleiner als die Summe der Radien, beweist 
man, dafs dem Umfange des zweiten Kreises zwei Punkte A und 
B angehören, von denen der eine im Innern, der andere im 
Äufsern des ersten liegt; dann schliefst man weiter: Jeder der 
beiden von A und B begrenzten Bogen des zweiten Kreises liegt 
zum Teil im Äufsern und zum Teil im Innern des ersten Kreises;" 
folglich mufs auf jedem Bogen mindestens ein Punkt liegen, der 
dem Um&ng des ersten Kreises angehört. Dafs aber zwei ver- 
schiedene Kreise nicht drei Punkte gemeinschaftlich haben können, 
wird in anderer Weise gezeigt. (Die Änderung, welche für die 
Polarform des Riemannschen Raumes an dieser Entwicklung an- 
gebracht werden mufs, kommt hier nicht in Betracht.) 

Der vorhin erwähnte Satz der Stereometrie wird von v. Staudt 
in folgender Weise ausgesprochen : Zwei Ebenen haben eine ge- 
rade Linie gemeinschaftlich, sobald sie sich in einem Punkte 
treffen. Zum Beweise zieht er durch den gemeinschaftlichen Punkt 
A in der ersten Ebene zwei Gerade, die der zweiten nicht an- 
gehören. Jede dieser Geraden wird durch den Punkt A in zwei 
Halbgerade geteilt, die auf verschiedenen Seiten der zweiten Ebene 
liegen. Demnach kann man in der ersten Ebene die Halbgeraden 
AB und AG so wählen, dafs sie nicht derselben Geraden ange- 
hören und auf verschiedenen Seiten der zweiten Ebene liegen. 
Zieht man die Strecke BC, so findet auf ihr ein Übergang von 
der einen Seite zur andern, also auch ein Schnitt mit der zweiten 
Ebene statt. Dafs der Schnittpunkt beiden Ebenen angehört, diese 
also eine gerade Linie, aber keinen weiteren Punkt gemeinschaftlich 
haben, folgt aus den allgemeinen Eigenschaften der Ebene. 

3. Ich erachte es nicht für notwendig, das Princip der Stetigkeit 
in voller Allgemeinheit auszusprechen. Für die meisten Anwen- 
dungen genügt folgende Form: Eine Linie gehöre ganz einem 
Gebilde an, das in zwei Teile zerlegt ist; wenn dann die Linie 
mit jedem Teile mindestens einen Punkt gemeinschaftlich hat, so 
mufs sie auch die Grenze treffen. Auch folgende Form läfst sich 
sehr häufig anwenden: Bewegt sich ein Punkt in einem Gebilde, 
das in zwei Teile zerlegt ist, und gehört er bei Beginn der 
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Bewegung dem einen und beim Ende der Bewegung dem andern 
Teile an, so mufs er während der Bewegung mindestens einmal 
auf die Grenze der beiden Teile gelangen. 

4. Dies Axiom liefert uns den Nachweis für den einen der 
beiden Sätze, die wir im vorigen Paragraphen vorausgesetzt haben, 
indem sich mit seiner Hilfe zeigen läfst, dafs jede Strecke in be- 
liebig viele gleiche Teile zerlegt werden kann. Um z. B. die 
Möglichkeit der Halbierung zu erkennen, ohne die bekannte Kon- 
struktion zu benutzen, nehme man auf der Strecke AB einen 
beliebigen Punkt C an; dann ist entweder AB = BC, oder einer 
der beiden Teile ist gröfser als der andere. Ist AC > CB, so 
mache man AD = CB und findet AD < DB. Läfst man einen 
Punkt X von D nach C sich bewegen und macht AY = 2AX, 
so bewegt sich zugleich Y von E nach F, wo E der Strecke AB 
angehört, F über B hinaus liegt. Es mufs also Y den Punkt B 
erreichen, und der zu dieser Lage von Y gehörende Punkt X 
ist die Mitte von AB. 

Hiernach kann man jede Strecke in v gleiche Teile zerlegen, 
wofern v eine Potenz von 2 ist. Für eine andere Zahl v suche 
man eine Potenz von 2, die gröfser ist als v. Da es solche 
Potenzen von 2 giebt, kann man durch wiederholte Halbierung 
eine Strecke AG finden, die, v-msü als Summand gesetzt, eine 
Strecke liefert, welche kleiner ist als AB. Dann ist offenbar 
i^GB gröfser als AB. Somit läfst sich der für j^ = 2 angegebene 
Beweis für jedes v durchführen. 

Wofern man den angeführten Satz auf diese oder eine ähn- 
liche Weise beweist, beruht jeder geometrische Lehrsatz, bei dem 
eine Messung benutzt wird, auf dem Axiom der Stetigkeit. Das 
gilt in Euklids Lehrgebäude für die ganze Ähnlichkeitslehre, sowie 
auch, worauf wir kurz hinweisen wollen, für die analytische Be- 
handlung der Geometrie. Daran ändert sich auch nichts, wenn 
man, statt die Möglichkeit der Zerlegung nur principiell herzu- 
leiten, den i^ten Teil einer Strecke direkt durch eine Konstruktion 
vermittelt, da der Beweis für die Richtigkeit der Konstruktion 
das angegebene Axiom ebenfalls benutzt. 

5. Wenn das Axiom der Stetigkeit in der Geometrie nicht 
entbehrt werden kann, so ist es offenbar gestattet, dasselbe auch 
in solchen Fällen anzuwenden, wo es zwar nicht unbedingt not- 
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wendig ist, wo seine Benutzung aber dazu dient, einen Beweis 
wesentlich zu vereinfachen. Das geschieht auch vielfach in neueren 
Werken. So kennt jeder die Schwierigkeiten, die bei der ge- 
wöhnlichen Behandlung der Beweis des Satzes macht: Wenn zwei 
Dreiecke in zwei Seiten übereinstimmen, der eingeschlossene 
Winkel im ersten aber gröfser ist als im zweiten, so ist* auch 
die dritte Seite im ersten gröfser als im zweiten. Der gebräuch- 
liche Beweis unterscheidet drei Fälle, von denen jeder zahlreiche 
Schlüsse bedarf. Dagegen wird der Beweis sehr einfach, wenn 
man das angegebene Axiom benutzt, worüber man etwa das 
Lehrbuch der Stereometrie von Schwering vergleichen wolle. 

§ Ö. 
Der Verhältnisbegriff bei Euklid. 

1. Indem die neuere Zeit den ZahlbegrifF so erweitert hat, 
dafs er auch gebrochene und irrationale Zahlen umfafst, führt sie 
den Begriff des Verhältnisses auf den der Mafszahl zurück. Um 
das Verhältnis zweier Gröfsen zu bestimmen, mifst man beide 
durch dieselbe dritte, mit ihnen gleichartige Gröfse und dividiert 
die Mafszahl der ersten durch die der zweiten. Dabei ist nur zu 
zeigen, was keine Schwierigkeit macht, dafs der Quotient von 
der als Einheit gewählten Gröfse unabhängig ist. Man kann daher 
geradezu die zweite Gröfse zur Einheit wählen und dann das 
Verhältnis der ersten zur zweiten als die Mafszahl definieren, 
welche man für die erste Gröfse erhält. 

Es verdient des folgenden wegen bemerkt zu werden, dafs 
die Teilung, die wir bei der Messung benutzt haben, durch Ver- 
vielfältigung ersetzt werden kann. Ist z die Mafszahl einer Gröfse 
A durch eine Gröfse B (oder das Verhältnis von A zu B), so 
zerfallen für einen irrationalen Wert von z die sämtlichen Brüche 
mit dem Nenner v in zwei Klassen derart, dafs die Brüche der 
ersten Klasse kleiner, die der zweiten gröfser sind als z. Ist aber 

- < z, so ist a . B <; vA, und tür - > z ist ßB >► vA. Bei 

V V 

OL 

einem rationalen Werte von z kann sein - = z, und zugleich 

a . B = t'A. Wenn also zwei Paare gleichartiger Gröfsen A 
und B, C und D gegeben sind, und wenn mit der Ungleichheit 
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a .B <Cv . A jedesmal die Ungleichheit a . D <] r . C, und mit 
aB > vA stets a . D > i^ . C und mit der Gleichheit a . B = r . A 
auch a . D = r . C verbunden ist, so ist die Mafszahl von A für 
die Einheit B gleich der Mafszahl von C durch D; oder die 
Gröfsen A und B haben zu einander dasselbe Verhältnis wie C 
und D. 

2. Nach dieser Vorbereitung gehen wir dazu über, die Art, 
wie Euklid das Verhältnis behandelt, kurz darzulegen, indem wir 
den Leser, der sich genauer mit dieser Theorie bekannt machen 
will, auf die eingehende Erörterung verweisen, die Herr Stolz im 
ersten Bande seiner »allgemeinen Arithmetik« giebt. Vor allem 
kommt es auf drei Definitionen an, die im Anfange des fünften 
Buches die dritte, vierte und fünfte Stelle einnehmen, und die 
folgendermafsen lauten: 

»Verhältnis ist eine gewisse Beziehung zweier gleichartiger 
Gröfsen auf einander hinsichtlich ihrer Gröfse.« 

»Ein Verhältnis zu einander haben Gröfsen, welche verviel- 
fältigt einander übertreffen können.« 

»Die Gröfse A hat zu B dasselbe Verhältnis wie C zu D, 
wenn von beliebigen, aber gleichen Vielfachen der ersten und 
dritten und beliebigen gleichen Vielfachen der zweiten und vierten, 
die Vielfachen der ersten und dritten zugleich entweder kleiner 
oder ebensogrofs oder gröfser sind als die Vielfachen der zweiten 
und vierten, nach der Ordnung mit einander verglichen.« 

Dafs Euklid von seiner Definition des Verhältnisses nicht 
befriedigt ist, geht aus der Form deutlich hervor. Über die an 
zweiter Stelle mitgeteilte Definition wollen wir nachher sprechen, 
nachdem wir einige Worte über die letzte Definition gesagt 
haben. Um zu erkennen, ob das Verhältnis der Gröfsen A und 
B dasselbe sei, wie das der Gröfsen C und D, giebt Euklid fol- 
gende Vorschrift: Man wähle alle Zahlenpaare a und v und bilde 
die Gröfsen a . B, a . D, v . A, v . C; sollen jetzt die Verhält- 
nisse gleich sein, so mufs jedesmal, wenn a . B > i' . A ist, auch 
a . D > r . C sein; ebenso mufs für jedes Zahlenpaar (a, i^), 
für welches a .B <iv . A ist, a . D <; ^ C sein, und mit der 
Gleichheit « . B = i; . A mufs stets die Gleichheit a . D = i' . C 
verbunden sein. Nur wofern diese Bedingungen für alle Zahlen- 
paare erfüllt sind, haben die Gröfsen dasselbe Verhältnis. 
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Nachdem diese Definition als berechtigt anerkannt ist, wird 
allerdings, wie wir beiläufig erwähnen möchten, die zuerst an- 
geführte Definition Euklids in etwa entbehrlich; denn es kommt 
vor allem darauf an, dafs man über die Gleichheit oder Ungleich- 
heit zweier Verhältnisse Aufschlufs geben kann, und das wird 
durch diese Definition und die ihr folgende, die ähnlich lautet, 
geleistet. Aber an sich macht die Definition durchaus den Ein- 
druck der Willkür, da eine Prüfimg verlangt wird, bei der man 
alle Paare von ganzen Zahlen benutzen mufs; ja, man ist von 
vornherein nicht sicher, ob die angegebenen unendlich vielen 
Forderungen mit einander vereinbar sind. Erst die oben ent- 
wickelte Art der Messung führt uns in das Verständnis dieser 
Definition ein. 

3. Beim Beweise der Sätze über Proportionen sind zwei 
Methoden bei Euklid besonders beliebt. An vielen Stellen wendet 
er die angegebene Definition direkt an. Wenn er z. B. zeigen 
will, dafs zwei Dreiecke A und B von gleicher Höhe sich ihrem 
Inhalte nach wie ihre Grundlinien a und b verhalten, so multi- 
pliziert er die Grundlinie a des ersten mit einer beliebigen Zahl v 
und die Grundlinie b des zweiten mit einer beliebigen Zahl a 
und konstruiert über ^en neuen Grundlinien jedesmal Dreiecke 
mit der gegebenen Höhe; da jetzt für ^ . a > a . b auch v . A 
> a . B ist u. s. w., so folgt die Wahrheit des Satzes aus der 
mitgeteilten Definition. Vielfach wendet aber Euklid das indirekte 
Beweisverfahren an. Um zu beweisen, dafs sich A : B wie C : D 
verhält, nimmt er an, die beiden ersten Gröfsen verhielten sich 
wie C zu einer neuen Gröfse E, und zeigt, dals E weder gröfser 
noch kleiner sein kann als D. In neuerer Zeit wendet man das 
letzte Verfahren noch viel häufiger an, namentlich, wenn das 
Verhältnis irrational ist. Ich halte es für natürlicher, die Messung 
beim Beweise zu verwenden und etwa die Mafszahl als Decimal- 
zahl vorauszusetzen; ich habe gefunden, dafs bei dieser Methode 
auch das Verständnis wesentlich erleichtert wird. 

4. Vergleicht man die beiden ersten oben von uns angeführten 
Definitionen Euklids mit einander, so erkennt man, dafs die zweite 
ein wesentliches Merkmal gleichartiger Gröfsen angeben will. Aus 
den Anwendungen, die Euklid von dieser Definition macht, ersieht 
man, dafs der Sinn in folgender Weise angegeben werden kann : 
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Sind A und B gleichartige Gröfsen, so sind sie 

a) entweder gleich oder die eine ist gröfser als die andere, 

b) auch für zwei beliebige Zahlen a und ß sind die Gröfsen 
a . A und ß . B entweder gleich oder ungleich; 

c) ist B <C A, so giebt es jedenfalls eine Zahl fi so, dafs 
^ . B > A ist. 

Gerade auf den dritten Punkt kommt es Euklid an; denn 
während die beiden ersten Teile der Definition nicht weiter be- 
nutzt werden, schliefst er aus dem dritten Teile, im ersten Satze 
des zehnten Buches, dafs, wenn zwei ungleiche gleichartige Gröfsen 
gegeben sind, man durch wiederholte Halbierung der gröfseren 
zu einer Gröfse gelangt, die kleiner ist als die andere. Dafs die 
Alten derartigen Sätzen bereits ihr Augenmerk zuwandten, kann 
kaum genug bewundert werden. Indessen dürfen wir uns nicht 
verhehlen, dafs hier ein neues Axiom in die Geometrie eingeführt 
ist oder doch ein Satz aufgestellt wird, dessen Herleitung aus den 
übrigen Voraussetzungen nicht geringen Schwierigkeiten unter- 
liegen dürfte. Denn nur solche Gröfsen als gleichartige zu be- 
trachten, die den angegebenen drei Forderungen genügen, ist 
nicht gestattet. So sind zwei beliebige (gerade) Strecken ohne 
Zweifel gleichartige Gröfsen; dafs aber bei ^wei ungleichen Strecken 
stets ein gewisses Vielfache der kleineren gröfser ist als die grö- 
fsere, ist nicht von vornherein klar. Welche Wichtigkeit die 
Alten diesem Princip beilegten, ersieht man aus einem Werk, 
das nur wenig jünger ist als die Elemente Euklids. Archimedes 
schickt nämlich seinem ersten Buche über Kugel und Cylinder 
ohne Beweis mehrere Sätze voraus, von denen der fünfte nach 
der von Heiberg mitgeteilten lateinischen Übersetzung folgenden 
Wortlaut hat: 

Inter lineas inaequales et inaequales superficies et inaequalia 
solida malus excedere minus eiusmodi magnitudine, quae ipsa sibi 
addita quamvis magnitudinem datam earum, quae cum ea com- 
parari possint, excedere possit. 

Herr Stolz, der in neuerer Zeit zuerst auf die Wichtigkeit 
dieses Satzes hingewiesen haben dürfte, nennt ihn den Archi- 
medischen Grundsatz und giebt ihm folgenden Ausspruch: 

»Eine Gröfse kann so oft vervielfältigt werden, dafs sie jede 
andere mit ihr gleichartige übertrifft.« 
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Es ist dies die erste Voraussetzung, die wir bei der Messung 
der Strecken benutzt haben. Als Ergebnis der §§4—8 können 
wir demnach hinstellen, dafs, wofern diese Voraussetzung für 
Strecken gilt, sie auch allgemein bei gleichartigen Gröfsen gültig 
bleibt. Indem wir zur weiteren Prüfung dieser Voraussetzung 
übergehen, bemerken wir, dafs die Untersuchung, ob wir es mit 
einem neuen Axiom oder mit einem aus den übrigen geome- 
trischen Voraussetzungen folgenden Lehrsatz zu thun haben, noch 
nicht abgeschlossen ist; wir müssen uns daher damit begnügeti, 
in den folgenden §§ den Stand der Frage darzulegen. 



§ 10. 
Cantors transflnite Zahlen. 

1. Herr Cantor^) betrachtet an erster Stelle die Reihe der 
realen ganzen Zahlen 

(I) 1, 2, 3 . . . V . . . 

und legt ihr die erste Mächtigkeit bei. Indem er die negativen 
Zahlen aufser acht läfst, nimmt er zunächst die gebrochenen Zahlen 
hinzu. Dabei schreibt er der Gleichförmigkeit wegen auch die 

ganzen Zahlen in der Form - (für r = 1) und setzt fest, dafs 

(i und V keinen gemeinschaftlichen Teiler (aufser eins) haben. 
Er setzt (i -jr v — 1 = N und bezeichnet die Zahl N als die 
Höhe der gebrochenen Zahl. Zu N = 1 gehört nur die eine 
Zahl 4-j zu N = 2 gehören die Zahlen ^ und -f-, zu N =» 3 die 
Zahlen -^ und f , zu N = 4 bereits i, l, |, f u. s. w. Jetzt 
ordne man die rationalen Zahlen nach ihrer Höhe und die zu 
derselben Höhe gehörigen Zahlen nach ihrer natürlichen Gröfse. 
Dadurch erhält man eine feste Ordnung, die mit folgenden Zahlen 
beginnt: 

h h h h h h h h { u. s. w. 

Indem man jeder Rationalzahl diejenige ganze Zahl zuordnet, 
welche angiebt, welchen Platz sie bei dieser Anordnung erhält, 
erkennt man, dafs man die Gesamtheit der rationalen Zahlen in 
eindeutige umkehrbare Beziehung zu den natürlichen Zahlen 
bringen kann. 

Killingf Grundlagen der Geometrie. II. 4 
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Cantor zeigt aber, dafs derselbe Satz auch für die Gesamt- 
heit der (reellen positiven) algebraischen Zahlen gilt Jede 
algebraische Zahl genügt nämlich einer Gleichung von der Form : 

aoO^ + aiö»-i + . . . + an — 0, 
wo ao, ai . . . an ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Faktor 
sind, und wo es gestattet ist, die Gleichung als irreducibel voraus- 
zusetzen. Indem mit ao, ai . . . an die absoluten Beträge der 
Koefficienten ao, ai ... an bezeichnet werden, bestimmt Herr 
Cantor die Höhe N dieser algebraischen Zahl o durch die Fest- 
setzung : 

N = n — 2 + «0 + «1 + . . . + «n. 
Dann giebt es zu jedem ganzzahligen positiven Werte von N 

nur eine endliche Anzahl g> (N) von algebraischen reellen Zahlen, 
deren Höhe gleich N ist. So ist q> (1) = 1, 9) (2) = 2, 9) (3) = 4 
u. s. w. Die zu derselben Höhe gehörigen Zahlen ordne man 
nach ihrer Gröfse und lasse auf die zur Höhe N gehörigen Zahlen 
diejenigen Zahlen folgen, deren Höhe gleich N + 1 ist. Dem- 
nach beginnt die Reihe mit den Zahlen 1, -J-, 2, ^, ^ K2, V^2, 3. 
Indem man in gleicher Weise fortschreitet, ist es möglich, alle 
algebraischen Zahlen in eine unendliche Reihe einzuordnen; sie 
besitzen also ebenfeUs die erste Mächtigkeit. 

2. Dagegen ist es, wie Cantor bewiesen hat, nicht möglich, 
die sämtlichen Werte eines Continuums auf die Reihe der natür- 
lichen Zahlen eindeutig zu beziehen. • Es würde zu viel Raum 
beanspruchen, wenn wir versuchen wollten, diese Behauptung hier 
zu beweisen; für unsern Zweck genügt es, kurz die Ergebnisse 
zu erwähnen, zu denen Hr. Cantor durch äufserst scharfsinnige 
Untersuchungen geführt ist. 

Wir erinnern zunächst an einen Satz, den wir im dritten 
Abschnitt (Erster Band S. 168) bewiesen haben. Diesen Satz, 
den wir dort auf einen speciellen, geometrisch besonders hervor- 
tretenden Fall eingeschränkt haben, wollen wir hier ganz allgemein 
und in rein analytischer Form aussprechen: 

»Wir betrachten diejenigen Wertsysteme (xi . . . Xn), für 
welche jede einzelne Variabele einen positiven Wert hat, für den 
ist xi < ai , . . . Xn ^ an, wo ai ... an gegebene positive Werte 
sind; zugleich lassen wir die Variabele y alle reellen Werte 
zwischen und 1 annehmen ; dann ist es möglich, die sämtlichen 
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Wertsysteme (xi . . . Xn) derartig den Werten y zuzuordnen, 
dafs jedem Wertsystem ein einziger Wert von y und umgekehrt 
jedem Werte von y ein einziges Wertsystem (xi ... Xn) ent- 
spricht.« 

Die Gesamtheit aller reellen Zahl werte, die zwischen zwei 
festen Grenzen liegen, bezeichnet Cantor als ein Continuum; der 
mitgeteilte Satz zeigt, dafs die Mächtigkeit des Continuums die- 
selbe ist wie die von Wertsystemen, die sich auf entsprechende 
Weise bei beliebig vielen Variabein bilden lassen. Stetig aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeiten haben sonach immer dieselbe Mächtig- 
keit, die über die erste Mächtigkeit hinausgeht, die aber, wie 
Cantor zeigt, auf die erste Mächtigkeit folgt und deshalb von ihm 
als die zweite Mächtigkeit bezeichnet wird. 

3. Nun sucht Cantor die natürliche Zahlenreihe so zu er- 
weitem, dafs die Darstellung des Continuums möglich wird. Zu 
dem Ende stellt er folgende Betrachtungen an. 

Während in der Zahlenreihe 

(I) 1, 2, 3 . . . r . . . 
keine gröfste Zahl existiert, denkt er eine neue Zahl co, um aus- 
zudrücken, dafs der ganze Inbegriff (I) in seiner natürlichen 
Succession dem Gesetze nach gegeben ist. Auf die Setzung der 
Zahl CO läfst er weitere Setzungen der Einheit folgen und erhält 
dadurch die Zahlen 

ö> -|- 1, CO + 2, . . . CO + r, . . . 
von denen es keine gröfste giebt, auf deren Gesamtheit aber eine 
neue Zahl 2(d folgt, von der aus man zu der Fortsetzung 

2co -f 1, 2a> -f 2, . . . 2co + r, . . . 
kommt. Weiter gewinnt man auf diesem Wege die Zahlen: 

3co, 3co + 1 . . . 3«> + 1^, . . . 



flOy fico -f- 1 • . . iWö> "1* ^> • • • 



die keinen Abschlufs erzielen, so dafs man genötigt ist, auf alle 
Zahlen fio -\- v eine Zahl co* folgen zu lassen und demgemäfs 
nicht nur die Zahlen 

sondern allgemein die Zahlen 

4* 
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folgen zu lassen, wo ^, ro, fi ... Vfi alle endlichen positiven 
ganzen Zahlwerte mit Ausschlufs der Verbindung r© »— f i = v% 
= . . . = v^ = anzunehmen haben. Diese Menge läfst sich 
auf ähnliche Weise, wie die Gesamtheit der reellen algebraischen 
Zahlen, in die Form einer einfach unendlichen Reihe bringen und 
hat daher die Mächtigkeit von (I). Wir setzen demnach die 
Reihe noch fort, indem wir eine neue Zahl c»<» setzen und die 
zweite Zahlenklasse als den Inbegriff aller in der angegebenen 
Weise zu bildenden Zahlen a definieren, die in der bestimmten 
Succession 

1, 2 ... CO, CO + 1 . . . Vf^cof^ -{- Vxooß"^ -{-,., '\- VfA. . . (Ofo . . . a . . . 
fortschreiten und der Bedingung unterworfen sind, dafs alle der 
Zahl a vorangehenden Zahlen eine Menge von der Mächtigkeit 
der ersten Zahlenklasse bilden. Von dieser neuen Zahlenklasse 
zeigt Cantor, dafs sie die Mächtigkeit des Continuums besitzt, 
dafs ihre Mächtigkeit von der der ersten Zahlenklasse verschieden 
ist, aber unmittelbar auf die der ersten Zahlenklasse folgt. 

Alle mit Hilfe der neuen Zahl co gebildeten Zahlen fafst 
Cantor unter dem Namen von transfiniten Zahlen zusammen. 
Auch ist es ihm möglich, für das Rechnen mit solchen Zahlen 
allgemeine Regeki aufzustellen. Nur gelten hier ganz andere 
Gesetze als beim Rechnen mit den gewöhnlichen Zahlen; so 
ist z. B. 

4. Indessen ist es nicht nötig, näher auf die Cantorsche 
Theorie einzugehen. Die Frage, ob man die gerade Strecke über 
das Unendliche hinaus verlängern dürfe, interessiert uns hier 
weniger. Dagegen wünschen wir vor allem die Frage beantwortet: 
Gelangt man durch eine hinreichend oft fortgesetzte Halbierung 
einer Strecke notwendig zu einer Strecke, die kleiner ist als eine 
beliebig klein gewählte Länge, oder ist die Annahme gerecht- 
fertigt, dafs man bei dieser Operation stets eine Strecke erhält, 
die eine gegebene Strecke an Länge übertrifft? Cantor ist der 
Überzeugung, dafs sich diese Frage mit Hilfe seiner transfiniten 
Zahlen beantworten lasse, und dafs man mit Notwendigkeit zu 
der Annahme Euklids geführt werde, nach welcher die kleinere 
von zwei gleichartigen Gröfsen hinreichend oft vervielfältigt die 
gröfsere übertrifft. Demnach erblickt er »indem sog. Archimedischen 
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Axiom gar kein Axiom, sondern einen aus dem linearen Gröfsen- 
begriff mit logischem Zwange folgenden Satz.« Er spricht diesen 
Satz in folgender Weise aus: 

»Von null verschiedene lineare Zahlgröfsen (d. h. kurz ge- 
sagt, solche Zahlgröfsen, welche sich unter dem Bilde begrenzter 
geradliniger stetiger Strecken darstellen lassen), welche kleiner 
wären als jede noch so kleine endliche Zahlgröfse, giebt es nicht, 
d. h. sie widersprechen dem Begriff der linearen Zahlgröfse.« 

Cantor hat den vollständigen Beweis für seinen Satz leider 
nicht veröffentlicht, aber wenigstens den leitenden Gedanken an- 
gegeben. Er geht von der Voraussetzung einer Gröfse aus, deren 
r-faches für jede noch so grofse endliche ganze Zahl v kleiner 
ist als die Einheit und beweist, dafs auch das a-fache der Zahl 
kleiner ist als die Einheit, wofern a eine noch so grofse trans- 
finite Zahl ist. 

§ 11. 
Eine zweite Erweiterung des ZaMgebietes. 

1. Wir betrachten eine projektive Umgestaltung einer geraden 
Linie, bei der zwei reelle Punkte P und Q in Ruhe gehalten 
werden. Durch diese Umgestaltung werde der Punkt Ao, der 
zwischen P und Q liegt, nach Ai übergeführt; zugleich werde 
der Punkt Ai in die Lage Aj, Ag nach A3 . . . An-i nach An 
gebracht. Umgekehrt sei A_i derjenige Punkt, der durch die 
angegebene Operation in die Anfangslage von Ao kommt; ebenso 
gelange A—g nach A_i, . . . A_n-i nach A— n- Hierdurch ist 
jeder ganzen Zahl ein Punkt zwischen P und Q. eindeutig zu- 
geordnet. Der Addition und Subtraktion entsprechen gewisse 
projektive Transformationen, wobei die gewöhnlichen Rechnungs- 
Gesetze bestehen bleiben. Auch ist es leicht, diese Zuordnung 
derartig zu erweitern, dafs man auch allen reellen Zahlen einen 
Punkt zuordnet; hierbei entspricht der Reihenfolge der Punkte 
die Folge der Zahlen, und die gewöhnlichen Rechenoperationen 
ändern sich nicht. Unter Annahme des Archimedischen Axioms 
läfst sich so jedem Punkte zwischen P und Q eine einzige Zahl 
und jeder Zahl ein einziger Punkt der gewählten Strecke zuordnen. 
Will man aber auch den übrigen Punkten der Geraden Zahlen 
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zuordnen, und soll die Zuordnung eindeutig sein, so mufs man 

das Gebiet der Zahlen erweitem. 

2. An dieser Betrachtung bringen wir eine kleine Änderung 

an, die uns eine unbegrenzte Erweiterung gestattet.®) Durch die 

Gleichung: 

/i\ . u^ 

(1) v = tg^ 

werden den Werten von u, die zwischen + 1 und — 1 liegen, 
die sämtlichen reellen Werte von v zugeordnet. Um diese Glei- 
chung aber auch für die übrigen Werte von u zur Festsetzung 
einer eindeutigen Beziehung zwischen u und v zu benutzen, fiihre 
man eine neue Zahl cd ein, die dem gewöhnlichen Zahlgebiete 
nicht angehört, bilde aus ihr durch Addition und Subtraktion der 
gewöhnlichen Zahlen v die Zahlen co ± r, die unter einander und 
von den gewöhnlichen Zahlen verschieden sind, und treffe folgende 
Festsetzung : Dem Werte v = co ordne man den Wert u «- 2 
und jedem Werte cd + ^ einen Wert von u zu, der zwischen 

4- 1 und + 3 liegt und der der Gleichung i; = tg -r- genügt. 

Dadurch ist auch die Zuordnung innerhalb dieses Bereiches von 
u eindeutig. Nur dem Werte u = 1 ist kein endlicher Wert 
von V zugeordnet; man läfst diesem Werte von u den Wert 
V = + OO entsprechen und setzt deshalb, da 1 sowohl gleich 
0+1 wie gleich 2 — 1 ist, fest, dafs der Wert + 00 auch 
durch die Subtraktion co — 00 erhalten werden soll oder dafs 
ist: CO = 2 OO. 

In ähnlicher Weise kann man unbegrenzt fortfahren. Ver- 
steht man unter m irgend eine positive oder negative ganze Zahl 
und nimmt an, dafs u zwischen 2m -j- 1 und 2m — 1 liegt, so 
bilde man die Zahlen mco + i^ fiir beliebige endliche Werte von 
p und ordne jedem Werte von u zwischen 2m + 1 und 2m — 1 

diejenige Zahl v = mco + v zu, für welche ^ = tg -^ ist. Zu- 
gleich entspricht dem Werte u = 2m + 1 der Wert v = 
mco + 00 = (2m + 1) 00. Hierdurch ist eine eindeutige und, 
wenn man will, stetige Zuordnung der Werte u und v erreicht, 
wo man für u jede (rationale oder irrationale) Zahl des gewöhn- 
lichen Zahlgebiets wählen kann. 
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3. Um diese Zuordnung möglichst zur Anschauung zu bringen, 
ziehe man in einer euklidischen Ebene, eine Reihe von unendlich 
vielen parallelen Geraden, die einander jedesmal in gleichem Ab- 
stände folgen. Jeder Geraden ordne man eine Marke m zu, wo 
m alle ganzzahligen positiven und negativen Werte erhalten soll, 
und setze fest, dafs die Linien in der Reihenfolge der zugehörigen 
Marken auf einander folgen sollen, indem die obere Linie auch 
stets zur gröfseren Marke gehört. Hiernach liegt die Gerade 
zwischen den Geraden + 1 und — 1 und zwar über der Linie 
— 1. Das System dieser Linien bezeichnen wir als System der 
Linien V und setzen fest, dafs der Punkt v = mco -|- p der 
Geraden m angehört und von einem darin gewählten Punkte mto 
den Abstand v hat, der nach der einen Richtung als positiv, nach 
der andern als negativ angenommen wird. Um die Linien V zu 
einem einzigen Zuge zu vereinigen, setzen wir fest, dafs jede 
Gerade m zwei unendlich ferne Punkte mco + OO und mco — 00 
besitzt und dafs der Punkt mcö + 00 auch der Geraden (m + 1) fl> 
angehört und als solcher durch das Symbol (m + 1) co — OO 
bezeichnet wird. Es sollen sonach je zwei auf einander folgende 
Gerade (und nur zwei solche) einen Punkt gemeinschaftlich haben, 
der auf der untern Geraden dem Werte i; = -|- 00 und auf der 
obern dem Werte r = — 00 entspricht. Dadurch wird erreicht, 
dafs das System V einen einzigen zusammenhangenden Zug bildet. 

Um die Vorstellung zu fixieren, lassen wir die Punkte ma> 
sämtlich auf derjenigen Senkrechten liegen, welche im Punkte 
V ai auf der Geraden m =: errichtet wird. Zugleich soll die 
Längeneinheit auf allen Geraden gleich grofs gewählt werden. 
BetreflFs der Richtung, in der wir auf den einzelnen Geraden die 
positiven und negativen Zahlen v den Punkten der Geraden pi 
zuordnen, können wir zwei Anschauungen bilden, von denen jede 
ihre Vorzüge und Mängel besitzt. Bei der ersten Anschauung 
nehmen wir die positive Richtung auf allen Geraden überein- 
stimmend an; dann liegen alle Punkte mco 4~ ^y ^^ welche v 
denselben Wert hat, senkrecht über einander, und nur beim Über- 
gange von einer Geraden zur andern mufs man jedesmal den 
Punkt auf die andere Seite übertreten lassen. Man kann aber 
auch festsetzen, dafs der Übergang von einer Geraden zur andern 
stets auf derselben Seite erfolgt; dann hat man die positive 
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Richtung in zwei auf einander folgenden Geraden jedesmal ent- 
gegengesetzt zu wählen. Hiernach trifit die im Punkte v auf der 
Geraden m = errichtete Senkrechte jede Gerade, welche zu 
einer ungeraden Marke m gehört, im Punkte mco — y, und nur 
die Geraden, für welche die Marke m gerade ist, im Punkte 
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mcD + V, Die erste Vorstellung wird durch die Figur 5, die 
zweite durch die Figur 6 angedeutet. 

Jetzt läfst man die Gröfse u alle gewöhnlichen Zahlwerte 
auf einer festen Linie U annehmen; liegt u zwischen 2m — 1 

und 2m + 1, und ist r = tg -^, so soll dem Werte u der Wert 

V «- ma> + V entsprechen. Dadurch ist jedem Punkte der Linie 
U ein einziger Punkt des Linienzuges V so zugeordnet, dafs auch 
jedem Punkte von V ein einziger Punkt von U entspricht. 

4. In ähnlicher Weise können wir fortfahren, indem wir 
mit der Gleichung (1) die Gleichung verbinden: 

(2) w = tg^. 

Wir setzen fest, dafs dem Werte w = die Werte v = 0, u = 
entsprechen; lassen wir dann w, v, u sich stetig ändern, so ordnen 
wir jedem reellen Werte von w zwischen + CXD und — CO 
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einen Wert von v zu, der zwischen + 1 und — 1 liegt, so dafs 
der entsprechende Wert von u zwischen 4- i ^^^ — i ^i^" 
geschlossen ist. Jedem Werte von u, der zwischen ^ und 1 liegt, 
entspricht ein Wert von v, der gröfser ist als eins. Diesem 
ordnen wir, entsprechend der obigen Festsetzung, einen Wert 
w — mo + r zu, wo m alle ganzzahligen positiven Werte und 
V alle reellen Werte zwischen ± CXD (mit Einschlufs der Grenzen) 
annehmen darf. Der zu u = 2, v = co gehörige Wert von w 
mufs einem neuen Gebiet angehören; wir wollen ihm das Zeichen 
cö* beilegen. Mit Hilfe dieses Zeichens bilden wir für ganzzahlige 
Werte von 1 die Zahlen Ico', welche dem Werte v = Ico, u = 21 
entsprechen. Ist nun u eine reelle, jedoch nicht ganze Zahl, so 
bestimme man die ganze Zahl 1 durch die Festsetzung, 

21 + 1 > u > 21 — 1, 
die Zahl m durch die Forderung 

2m + 1 > tg y > 2m + 1, 

und die Zahl v durch die Gleichung tg -^ = v. Dadurch ist 

der Zahl u eine bestimmte Zahl w = Iw* + ^^ + ^ zugeordnet, 
wo V auch die Werte ± 00 erhalten kann. Um aber auch un- 
geraden ganzzahligen Werten von u eine derartige Zahl fiir w 
zuzuordnen, hat man für m auch die Werte ± 00 zuzulassen, 
und da 21 + 1 «— 2 (1 + 1) — 1 ist, mufs man annehmen, dafs 
der Wert Ico* + OO c» mit dem Werte (1 + 1) co* — OO co 
identisch ist. Hieraus ersieht man, dafs das Zeichen <o* für die 
neu eingeführte Zahl passend gewählt ist. 

Auch cUe Zahlen Icd* + mco + v können geometrisch dar- 
gestellt werden. Wir gehen im euklidischen Räume von einer 
Schar paralleler Ebenen aus, die in gleichem Abstände einander 
folgen und entsprechend ihrer Folge durch die Reihe der posi- 
tiven und negativen ganzen Zahlen 1 bezeichnet werden sollen. 
In jeder Ebene 1 ziehe man wiederum eine Reihe paralleler 
Geraden und lege jeder eine Marke m bei. Alle Geraden, für 
die m = ist, sollen in einer Ebene liegen, welche die sämt- 
lichen Ebenen der Schar senkrecht durchschneidet. Auf jeder der 
gezogenen Parallelen nehme man unter Anwendung derselben 
Längeneinheit eine Messung vor und lasse die Nullpunkte wieder 
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einer Ebene angehören, die auf den Ebenen l senkrecht steht. 
Der Punkt Ico* + oaco + ^ soll der Ebene 1, in ihr der Geraden 
m angehören und soll von dem in dieser Linie gewählten Null- 
punkt den Abstand v haben, wobei das Zeichen von v für die 
beiden Halbgeraden bestimmend ist. Damit aber alle diese Linien 
als Bestandteile eines einzigen Zuges betrachtet werden können, 
setzen wir fest, dafs nicht nur je zwei auf einander folgende 
Gerade derselben Ebene einen unendlich fernen Punkt gemein- 
schaftlich haben, sondern dafs auch die Gerade -f- 00 der Ebene 
1 mit der Gerade — OO der Ebene 1 + 1 identisch sein soll, 
und dafs jede dieser Geraden zu einem Punkte zusammenschrumpft. 

5. Um das Zahlgebiet nach der mitgeteilten Methode un- 
begrenzt zu erweitern, gehe man von den n Gleichungen aus: 

(3) ui = tg -g-, u, = tg ^ , . . uo = tg-^-. 

Will man vermittelst dieser Gleichungen die Werte u«, Ui,U8 . . . Un 
in eindeutiger Weise einander zuordnen, so führt man neue Zahlen 
<ö, co^ . . . co° ein und bildet aus ihnen entsprechend den früheren 
Festsetzungen die Zahlen 

Un = mocü*^ + mi(»**~i -]-...-(- mn-i cd -}- i;, 
wo mo, mi, . . . mn_i ganze, v beliebige Zahlen des gewöhn- 
lichen Gebiets sind. 

Auch diese transfiniten Zahlen lassen sich geonietrisch dar- 
stellen, wofern man die Fiktion eines mehrdimensionalen eukli- 
dischen Raumes benutzt und hierin eine Schar von parallelen (n — 1)- 
dimensionalen Ebenen mo, hierin eine Schar paralleler Ebenen mi 
von n — 2 Dimensionen u. s. w. zieht, bis man dazu kommt, in 
jeder zweidimensionalen Ebene eine Schar paralleler Geraden zu 
konstruieren. Alle diese Gerade verbindet man in geeigneter 
Weise zu einem einzigen Linienzuge Un und kann dann den 
Punkten dieses Zuges die Punkte einer Geraden Uo eindeutig 
zuordnen. 

6. Es ist für unsern Zweck nicht erforderlich, tiefer in die 
Theorie dieser Zahlen einzudringen; wir sehen somit davon ab, 
die Gesetze des Rechnens für diese Zahlen zu entwickeln, und 
bemerken nur, dafs sie ihrem Wesen nach ganz auf die Cantor- 
schen transfiniten Zahlen hinauskommen. Uns interessiert hier 
die Frage: Ist es gestattet, nachdem wir in einer geraden Linie 
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den Nullpunkt und die Längeneinheit gewählt haben, einem im 
Endlichen gelegenen Punkte die Zahl <o zuzuordnen? Diese Frage 
muis verneint werden; denn die Entwicklung hat uns gelehrt, 
dais wir den Wert OO nicht entbehren können, welcher die ge- 
meinschaftliche Grenze der Werte v und co — r für ein positives, 
unbeschränkt wachsendes v ist. Da der Wert OO zwischen den 
Werten und co liegt, so mufs, falls der Wert <d durch einen 
im Endlichen gelegenen Punkt dargestellt wird, auch dem Werte 
OO ein Punkt des endlichen Gebietes entsprechen. Dafs dies 
nicht angeht, bedarf wohl keines Beweises. 

§ 12. 
Veroneses transflnite Zahlen. 

1. Bei Herrn Veronese ^) gehören die Untersuchungen über 
die Möglichkeit und die Art der Messung zu den allgemeinen 
Entwicklungen, welche den rein geometrischen Darlegungen vor- 
ausgehen. Demnach stützt er seine Theorie nicht auf geometrische 
Sätze, sondern gründet sie auf acht Hypothesen, von denen jede 
folgende mit den vorangehenden vereinbar, aber von ihnen un- 
abhängig sein soll. An erster Stelle fiihrt er seine »Grundform« 
ein als ein »eindimensionales, in der Lage seiner Teile identisches 
System, das zur Bestimmung aller anderen Formen dient«. (H)rp. I 
und II.) Indem er ein beliebiges Segment zur Einheit nimmt, 
nennt er das unbegrenzte System, das von dem gewählten An- 
fangs-Elemente aus in der einmal gewählten Richtung alle Viel- 
fachen der Einheit enthält, das »Gebiet der Skala«. Eine »ge- 
ordnete Gruppe« besteht aus zwei solchen Gebieten, die sich vom 
An£ings- Element aus nach den beiden in der Grundform vor- 
handenen Richtungen hin erstrecken. 

Hieran schliefst sich die dritte Hypothese an, die folgender- 
mafsen lautet: »In einer Richtung der Grundform existiert wenig- 
stens ein Element, welches in Bezug auf jedes begrenzte Segment 
als Einheit aufserhaib des Gebiets der Skala Uegt.« 

Um diese Hypothese als berechtigt zu erweisen, denke man 
sich zwei »geordnete Gruppen« N und N' gegeben, die in ihren 
Eigenschaften übereinstimmen, von einander unabhängig sind und 
kein Element gemeinschaftlich haben. Diese Gruppen werden in 
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der Folge NN' betrachtet, so dais jedes Element von N' auf alle 
Elemente von N folgt. Da diese Gruppen der Grundform an- 
gehören, kann man, falls A ein Element von N, A' ein Element 
von N' ist, auch vom Segmente AA' beliebige Vielfache bilden. 
Hiernach liegt nicht nur jedes Element A' von N', sondern auch 
jedes Element A", welches durch die Forderung AA' = A'A" ge- 
funden wird, aufserhalb des Gebietes der ersten Skala. 

2. Soweit ist dies System (bis auf die Form) in voller Über- 
einstimmung mit dem System, welches wir im vorangehenden 
Paragraphen entwickelt haben. Auch dort bildet die Gesamtheit 
der Elemente, welche bei festem m und beliebigem n durch die 
Form mcD ± n dargestellt werden können, eine geordnete Gruppe 
im Veroneseschen Sinne. Aber während dort jedesmal zwei der- 
artige Gruppen unmittelbar auf einander folgen, setzt Veronese 
fest, dafs zwischen irgend zwei geordneten Gruppen jedesmal 
unendlich viele Gruppen derselben Art liegen. Diese Forderung 
drückt er in seiner vierten Hypothese folgendermafsen aus: 

»Wenn man in dem in Bezug auf eine beliebige Einheit 
(AAi) im Unendlichgrofsen liegenden Gebiet 1. ein beliebiges 
Element B^ auswählt, so existiert in dem Segment (AB^^) ein 
solches Element X, dafs (AX) und (XB^^) ebenfalls in Bezug 
auf (AAi ) unendlich grofs sind, und 2. ein solches Element A^^, 
dafs das Segment (AX) für jedes beliebige X in Bezug auf (AA^o) 
endlich ist.« 

Dadurch gelangt man zu dem Unendlichgrofsen erster Ord- 
nung. Indem man ein darin enthaltenes Element mit dem Zeichen 
OOi bezeichnet, erhält man durch wiederholte Addition und 
Subtraktion der ursprünglichen Einheit 

. . . OOi— n . . . OOi— 2, CX)i— 1, OOi, OOi+l, 00i+2 . . . OOi+n, . . . 

Wenn man dagegen das Segment (AA^^i)^ wo das Element 
A^^ dem Zeichen CXDi entspricht, zur Einheit nimmt, so wird 
man auf die Elemente GXDi . Ui und damit auch auf die Elemente 
OOi . Ui ± Ug gefuhrt. Auch bietet es jetzt keine Schwierigkeit, 
mit Hilfe der Zahl oOi Zahlen von der Form 

(1) OOi"* . n ± 00i"-i . ni ± . . . ± OOi . nm-i ± Um 
zu bilden. 

Indessen ist damit das Gebiet der möglichen Zahlen noch 
nicht erschöpft. Da die Zahlen (1) sich ihrem Wesen nach nicht 
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von den gewöhnlichen Zahlen unterscheiden sollen, so hält sich 

Veronese (Hyp. V) für berechtigt, die in der Hyp. IV angegebene 

Operation so oft auszuführen, als die Zahl (1) angiebt. Dadurch 

werden Zahlen ähnlicher Art gebildet, mit deren Hilfe man zu 

stets neuen Zahlen 

m 

m OOi 

(2) CO, , OOi ... 

gelangt. 

3. Hieran schliefst sich die sechste Hypothese: 

»Jedes endliche Segment, dessen Enden stets in entgegen- 
gesetzten Richtungen variieren und welches unbegrenzt klein wird, 
enthält ein Element aufserhalb des Feldes der Veränderlichkeit 
seiner Endelemente.« 

Ist AB ein derartiges Segment, so dürfen wur wohl annehmen, 
es werde verlangt, dafs der Punkt X sich von A aus in der 
Richtung AB, der Punkt X' von B aus in der Richtung BA be- 
wege, dafs hierbei das Segment XX' stets endlich bleibe in Bezug 
auf AB, dafs jedoch die Mafszahl des veränderlichen Segmentes 
für das feste als Einheit immer kleiner werde; dann soll zwischen 
den Punkten X und X' stets mindestens ein Element des ge- 
gebenen Segmentes liegen. Von einem System, welches dieser 
Hypothese genügt, wird gesagt, es sei in Bezug auf die gegebene 
Einheit stetig, oder auch kurz, es sei relativ stetig. Es wird ge- 
zeigt, dafs dieser Forderung nicht nur ein einzelnes Element 
genügt, sondern dafs es jedesmal ein unendlich kleines Gebiet 
giebt, dessen Elemente aufserhalb des Variabilitätsgebietes der 
Endelemente liegen. 

Zwischen den endlichen und den unendlich grofsen Seg- 
menten besteht kein wesentlicher Unterschied; vielmehr kann jede 
Operation, die sich mit einem endlichen Segment ausführen läfst, 
auch mit jedem unendlich grofsen Segment vorgenommen werden. 
Wenn aber ein Segment AA' für die Einheit AB der Zahl oOi 
entspricht, so wird umgekehrt, falls man AA' zur Einheit wählt, 
das Segment AB unendlich klein. Hiernach liegt es nahe voraus- 
zusetzen (Hyp. Vn), dafs jedes zur Einheit gewählte Segment 
unendlich kleine Segmente einer jeden beliebigen Ordnung enthält. 
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Mit diesen Annahmen sollen aber die Eigenschaften der 
Grundform noch nicht abgeschlossen sein; vielmehr verlangt die 
letzte (Vlllte) Hypothese noch: 

J!>Wenn die Enden eines Segmentes sich in entgegengesetztem 
Sinne so verändern, dafs es im absoluten Sinne unbegrenzt klein 
wird, so enthält es ein Element aufserhalb des Gebietes, in wel- 
chem seine Enden sich verändern können.« 

Zwischen der sechsten und der achten Hypothese besteht 
ein wesentlicher Unterschied : denn bei der Veränderlichkeit, wo 
das Segment in Bezug auf die gewählte Einheit unbegrenzt klein 
wird, (wie die sechste. Hypothese voraussetzt,) genügen alle 
Elemente eines gewissen Segments der Forderung; aber wenn 
das Segment, wie sich Veronese ausdrückt, im absoluten Sinne 
unbegrenzt klein wird, so giebt es nur ein einziges Element 
aufserhalb des Gebiets der Veränderlichkeit. 

4. Mit den Veroneseschen Zahlen nahe verwandt ist das 
von Hrn. Levi-Civitä aufgestellte System; es wird deshalb not- 
wendig sein, ihm einige Worte zu widmen. Hierbei glaube ich 
dem Leser das Verständnis zu erleichtern, wenn ich von einer 
geometrischen Darstellung ausgehe, die zwar in der Arbeit selbst 
nicht erwähnt wird, die aber sehr nahe liegt. 

Man bestimme die Lage eines Punktes auf einem geraden 
Kegel 1. durch den Abstand a des Punktes vom Scheitel, indem 
man diese Gröfse auf dem einen Mantel positiv, auf dem andern 

negativ sein läfst, und 2. durch die Zahl r = tg ^, wo die durch 

den Punkt und die Achse gelegte Ebene mit einer festen Ebene 
den Winkel q> bildet. Hängt man jetzt die Gröfse i; an a als 
Marke an, so genügt das Zeichen av, um die Lage des Punktes 
eindeutig anzugeben. Da alle Punkte Oi; im Scheitel zusammen- 
fallen, so sollen auch alle Zeichen ov denselben Wert darstellen. 
Sollen die Punkte a-oo und a+oo verschieden sein, . so führe man 
durch die Oberfläche des Kegels einen Schnitt längs einer Er- 
zeugenden. Indem man jetzt noch festsetzt, dafs a^ > av ist für 
fi^ V und a^ > bv für a > b, hat man alle Punkte in eine 
feste Reihe gebracht. 

Das Gebiet dieser Zahlen kann aber noch in folgender Weise 
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(1) (2) 

erweitert werden. Man lasse der Gruppe G = a + a + . . . , 

die eine endliche oder unendliche Anzahl von Elementen enthält, 

(1) (2) 

alle Punkte a , a ... angehören. Weil man zwei Zahlen 

Zv und hv leicht durch Summation zu einer einzigen Zahl ver- 
einigen kann, so werden alle Indices Vi, v^ ... als verschieden 
vorausgesetzt Die Gesamtheit der in einer Gruppe vereinigten 
Punkte betrachtet man wieder als eine einzige Zahl, wenn ent- 
weder die Anzahl der Marken i'i, ^g . . ., die gröfser sind als 
eine beliebig gewählte Zahl, endlich ist, oder wenn in der Gruppe 
nur eine endliche Anzahl von Marken vorkommt, die kleiner sind 
als jede beliebig gewählte Zahl. Im ersten Falle wird die Zahl 
eine elliptische, im zweiten eine hyperbolische genannt. Alle 
elliptischen Zahlen (und ebenso die hyperbolischen für sich) 
können wieder so. geordnet werden, dafs ihre Gesamtheit eine 
einzige Reihe bildet. 

Levi-Civitä zeigt nun, dafs man auf die neuen Arten von 
Zahlen die Addition, Subtraktion und Multiplikation anwenden 
darf, ohne dafs die für die reellen endlichen Zählen geltenden 
Gesetze eine Änderung erleiden. So kann man mehrere Punkt- 
mengen, die elliptischen Zahlen entsprechen, durch Operationen, 
welche ganz den Charakter der ganzen rationalen Funktionen 
haben, zu einer neuen Punktmenge vereinigen, welche wieder 
durch eine elliptische Zahl dargestellt wird. Dasselbe gilt für 
transcendente Funktionen, welche überall im Endlichen den Cha- 
rakter ganzer Funktionen besitzen. 

5. Ehe die Veroneseschen Zahlen als berechtigt anerkannt 
werden können, bedürfen sie jedenfalls einer wirklichen Begründung, 
welche bisher unseres Erachtens noch durchaus fehlt. Im Gegen- 
teil unterliegt ihre Theorie bisher sehr schweren Bedenken, von 
denen wir im folgenden wenigstens einige anfuhren möchten. 

Dem von Veronese ausgesprochenen Gedanken, dafs die 
Cantorschen Zahlen sich vom Standpunkt der Arithmetik, seine 
eigenen vom geometrischen Standpunkte aus unmittelbar ergeben 
(si presentano spontaneamente), vermag ich nicht zuzustimmen. 
Vielmehr hat uns der vorangehende Paragraph gelehrt, dafs auch 
die Geometrie zunächst und in voller Strenge auf die Cantorschen 
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Zahlen fuhrt. Überhaupt mufs eine genügend begründete Theorie 
des Transfiniten auf beiden Wegen gewonnen werden können. 
Dafs . dies für die Cantorsche Theorie gilt, haben die beiden voran- 
gehenden Paragraphen gezeigt. So lange man nicht von der 
Gesamtheit der natürlichen (ganzen positiven) Zahlen aus zu der 
Veroneseschen Theorie gelangt, fehlt ihr eine wesentliche Stütze. 

Jedenfalls dürfen aber die beiden Theorieen nicht zu ent- 
gegengesetzten Folgerungen führen. So versichert Cantor, dafs 
die aktual unendlich kleinen Gröfsen an einem innem Wider- 
spruch leiden; Veronese dagegen hält sie für vollauf berechtigt. 
Wie bereits bemerkt, hat Cantor den Beweis für seine Behauptung 
noch nicht veröffentlicht; Veronese glaubt, dafs dabei das Aktual- 
Unendlichkleine durch ein Postulat ausgeschlossen sei. Ohne auf 
diese Frage einzugehen, müssen wir doch zugestehen, dafs sich jede 
beliebige Mächtigkeit durch die Cantorschen Zahlen darstellen 
läfst; somit müfste es auch möglich sein, die Veronesesche Zahl 
OOi durch die Cantorschen Zahlen auszudrücken, was Veronese 
selbst als ausgeschlossen betrachtet. 

6. Der charakteristische Unterschied der Cantorschen und 
der Veroneseschen Zahlen ist darin zu erblicken, dafs im einen 
Falle auf jede »geordnete Gruppe« eine zweite unmittelbar folgt 
und eine andere ihr unmittelbar vorangeht, während im Vero- 
neseschen System zwischen irgend zwei derartigen Gruppen un- 
endlich viele Gruppen derselben Art liegen. Dafs die erste An- 
nahme zulässig ist, kann streng begründet werden (§11); Veronese 
glaubt seine Theorie genügend zu erweisen, wenn er zeigt, dafs 
seine Zahlen sich in eine Reihe bringen lassen, die folgenden 
Bedingungen genügt: 

a) von zwei ungleichen Zahlen ist stets eine die gröfsere 
(mit anderen Worten: eine folgt auf die andere); 

b) wenn von den drei Zahlen a, b, c die Zahl b auf a und 
c auf b folgt, so folgt auch c auf a. 

Aber diese Eigenschaft genügt nicht, um nachzuweisen, dafs 
die dargestellten Segmente einem eindimensionalen Gebilde an- 
gehören; denn sie kommt auch Gebilden von beliebig vielen 
Dimensionen zu. Ist z. B. in einem n-dimensionalen Räume 
jedem Punkte ein einziges Wertsystem (xi . . . Xn) zugeordnet 
und entspricht umgekehrt jedem Wertsystem ein einziger Punkt, 
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SO setze man fest, dafs für y^ > Xn jeder Punkt (yi . . . yn) 
auf den Punkt (xi ... Xn) folgen soll; für yn = Xn soll der 
Punkt (yi . . . yn-i, y») eine spätere Rangordnung erhalten, als 
(xi . . . x„_i, Xn), wenn yn— i > Xn-i ist. In gleicher Weise 
fahre man fort, bis man zu Punkten gelangt, für welche die 
Koordinaten x« =s: yt . . . Xn ==" yn gleich sind, und nur die 
Koordinate xi ungleiche Werte besitzt, und die man nach der 
Gröfse von xi ordnet. Eine derartige Zuordnung, die, wie wir 
beiläufig bemerken, in den Arbeiten des Hrn. Cantor eine wichtige 
Rolle spielt, ist somit keineswegs für die eindimensionalen Ge* 
bilde charakteristisch. 

Daran ändert sich auch nichts, wenn für die neuen Zahlen, 
wie Levi-Civitä für seine Zahlzeichen nachweist, teilweise wenig- 
stens die Gesetze der gebräuchlichen Arithmetik gelten. Denn 
die gewöhnlichen komplexen Zahlen lassen sich erstens in eine 
Reihe von der oben bezeichneten Art bringen, und zweitens be- 
folgen sie vollständig dieselben Rechnungsregeln wie die gewöhn- 
lichen Zahlen; dennoch hat bisher niemand daraus schliefsen 
wollen, dafs sie eine eindimensionale stetige Mannigfaltigkeit bilden. 

7. In der Veroneseschen Theorie wird der Streifen A, der 
von zwei Parallelen in einer euklidischen Ebene eingeschlossen 
ist, so auf eine Gerade g abgebildet, dafs 

a) jedem Punkte des einen Gebildes ein einziger Punkt des 
andern entspricht; dafs 

b) jedesmal für alle Punkte des Streifens, die auf einer zu 
den Grenzen parallelen Geraden a liegen, die Bildpunkte einer 
einzigen Strecke a' angehören, und dafs, 

c) wenn a, b^ c irgend drei solche Gerade des Streifens sind 
und b zwischen a und c liegt, auch die Bildstrecke b' zwischen 
den Strecken a' und c' liegt, welche den Geraden a und c ent- 
sprechen. 

Hierbei verschlägt es nichts, dafs der Streifen A und die 
Gerade g unendlich sind; denn der Streifen kann leicht auf ein 
Rechteck, die Gerade auf eine endliche Strecke eindeutig und 
stetig bezogen werden. Nun ist bekannt, dafs man ein Rechteck 
eindeutig auf eine Strecke abbilden kann, wofern man von der 
Stetigkeit absieht (vgl. B. 1. S. 168, 169). Umgekehrt ist er- 
wiesen, dafs eine stetige eindeutige Abbildung nur bei gleicher 

Killing. Ornndlagen der Geometrie. II. 5 
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Zahl von Dimensionen möglich ist. Dabei wird aber verlangt, 
dafs sämtlichen Punkten, die im Bereiche irgend eines' Punktes 
des Rechtecks liegen, solche Punkte zugeordnet sind, die eine 
einzige Strecke anfüllen. 

Die hier verlangte Abbildung nimmt eine Mittelstellung ein; 
sie erfolgt einmal nicht so sprungweise wie. die zuerst erwähnte 
Abbildung, und verlangt andererseits nicht, dafs alle einem zu- 
sammenhangenden Flächenteile angehörenden Punkte auf eine 
einzige Strecke abgebildet werden. Wenn nun auch bisher die 
Unmöglichkeit einer derartigen Abbildung nicht erwiesen ist, so 
genügt das keineswegs. Solange nicht gezeigt worden ist, xfcsifs 
eine stetige Folge von geraden Linien zu einem einzigen ein- 
dimensionalen Gebilde vereinigt werden kann, fehlt die Grundlage 
für die vierte Veronesesche Hypothese und damit auch für alle 
folgenden. Man darf also nicht, wie Veronese will, seine Zahlen 
zur Begründung der angegebenen Abbildung heranziehen, da vorher 
diese Zahlen als berechtigt erwiesen sein müssen und dieser Nach-» 
weis nur vermittelst des bezeichneten Satzes geführt werden kann. 

8. Veronese glaubt die Stetigkeit durch seine sechste und 
achte Hypothese begründen zu können. Ich will die Bedenken, 
welche ich gegen diese beiden Hypothesen hege, nicht darlegen^ 
auch meine Ansicht nicht näher begründen, dafs sie -keineswegs 
genügen, um das Gebilde zu einem stetigen zu machen. Ich 
begnüge mich mit folgender Bemerkung: Soll die Grundform eine 
stetige eindimensionale Mannigfaltigkeit bilden, so müssen die in 
ihr enthaltenen Gruppen zu einem Ganzen vereinigt sein. Jede 
Gruppe verläuft unbegrenzt, ohne einen festen Anfangs- und End- 
punkt 2sa besitzen; sie soll mit keiner andern Gruppe einen Punkt 
gemeinsam haben ; dennoch sollen die einzelnen Teile des Ganzen 
im Zusammenhang stehen. Wie das möglich sein soll, ist für 
mich unfafsbar. Betrachten wir z. B. die Bewegung (Veränderung) 
eines Punktes auf einer Geraden (in der Grundform). Der be- 
wegte Punkt gehört stets einem einzigen Gebiete an, geht aber 
von einem Gebiete zum andern über. Letzteres ist nur möglich, 
wenn der Punkt beim Übergange entweder keinem derartigen 
Gebiete oder beiden zugleich angehört. Beide Möglichkeiten 
werden in dieser Theorie ausgeschlossen; somit sind die einzelnen 
Bestandteile nicht zu einer stetigen Mannigfaltigkeit vereinigt. 
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9. Um dies noch deutlicher einzusehen, bringen wir an der 
Darstellung, welche Veronese (S. 166 der italienischen, S. 184 
der deutschen Ausgabe) von seinen Zahlen giebt, eine kleine 
Änderung an. (Dafs dabei die unendlich kleinen Segmente nicht 
vorkommen, ist belanglos.) 

Wir gehen von einer horizontalen geraden Linie a aus und 
ordnen jeder beliebigen reellen, rationalen oder irrationalen Zahl 
einen einzigen auf ihr gelegenen Punkt in der bekannten Weise 
zu. Durch ihre rationalen Punkte lege man eine vertikale und 
durch jeden ihrer irrationalen Punkte eine horizontale Gerade, und 
zwar jedesmal so, dafs alle diese Geraden mit a rechte Winkel 
bilden. Jetzt betrachten wir die Gesamtheit der Punkte, die auf 
den so gezogenen Geraden liegen. In jeder vertikalen Geraden 
lasse man die höher gelegenen Punkte auf die niedriger liegenden 
folgen, und in jeder horizontalen Geraden soll von zwei Punkten 
derjenige als der spätere gelten, der rechts von dem andern liegt. 
Wenn endlich zwei Punkte P und Q verschiedenen Geraden des 
Systems angehören, so soll Q später zu setzen sein als P, wenn 
dem Punkte, den die durch Q gelegte Gerade des Systems mit 
a gemein hat, eine gröfsere Zahl zugeordnet ist als dem Schnitt- 
punkt von a mit der durch P gehenden Geraden. Hierdurch 
sind alle Punkte des Systems in eine feste Ordnung gebracht; 
zudem sind alle endlichen Segmente stetige Gebilde; aber dem 
Ganzen wird niemand Stetigkeit beilegen, weil ein Zusammen- 
hang zwischen den einzelnen Geraden nicht besteht und nicht 
herbeigeführt werden kann. 

§ 13. 
Büokbliok. 

Die Kongruenzsätze bilden, wie wir gesehen haben, wohl 
das wichtigste Hilfsmittel für Euklid, um seine Lehrsätze zu be- 
weisen; auch sonstig gebrauchen die Alten die Bewegung recht 
häufig in der Geometrie, namentlich wenn es sich um die Aus- 
führung von Konstruktionen handelt. Wenn ihnen wirklich, wie 
man vielleicht aus anderen Thatsachen schliefsen möchte, darum 
zu thun war, die Bewegung aus der Geometrie zu verbannen, so 
ist ihnen das keineswegs gelungen. In neuerer Zeit hat kein 
geringerer als Riemann den Versuch gemacht, die Geometrie 

5* 
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einzig auf die Mafsverhältnisse der Linien, also auf den blofsen 
GröfsenbegrifF, zu stützen; er hat damit allerdings eine sehr 
interessante analytische Theorie begründet, die auch für die Geo- 
metrie von hoher Bedeutung ist; aber es ist ihm keineswegs ge- 
lungen, hierdurch eine Grundlage für die Geometrie zu schaflfen. 
Nehmen wir zu diesen Thatsachen die weitere hinzu, dafs sich 
die Messung der krummen Linien, der Flächen und Raumteile 
unter Anwendung der Kongruenzsätze auf die Messung der ge- 
raden Strecke zurückführen läfst, so dürfen wir wohl den SchluTs 
ziehen, dafs es gestattet ist, die Bewegung neben der im dritten 
Abschnitt als notwendig erkannten Teilung für den Aufbau der 
Geometrie zu benutzen, also Teilung und Bewegung zu den 
Grundbegriffen dieser Wissenschaft zu rechnen und mit ihrer Hilfe 
die weiteren Begriffe herzuleiten. 

Wohl wendet man dagegen ein: Eine ganz andere Wissen- 
schaft beschäftigt sich mit der Bewegung; es ist aber notwendig, 
jeder einzelnen Wissenschaft ihre eigene Sphäre zu belassen. Aber 
der Unterschied der Geometrie von der Mechanik ist schon da- 
durch vollständig charakterisiert, dafs die Bewegung in der letzteren 
Wissenschaft Selbstzweck, in der ersteren nur Hilfsmittel ist. 
Umgekehrt kann man fragen: Welches Recht hat die Mechanik, 
bei der Untersuchung der Bewegung die geometrischen Sätze zu 
benutzen, wenn die Bewegung der Geometrie ganz fremd ist.^ 

Zuweilen wird auch die Behauptung aufgestellt : Die Geometrie 
hat es mit dem Räume, nicht mit den darin enthaltenen Körpern 
zu thun; der Raum kann nicht bewegt werden; folglich gehört 
auch die Bewegung der Geometrie nicht an. Darauf ist zu ant- 
worten: Wenn der Raum begrifflich einen Körper, der ihn deckt 
oder doch decken kann, nicht zu entbehren vermag, so mufs für 
die Untersuchung des Raumes der Körper naturgemäfs mit hinzu- 
genommen werden. Wenn man auch zugeben kann, dafs es die 
Geometrie nur mit dem Räume zu thun hat, so mufs man doch 
zum mindesten einräumen, dafs die Geometrie die Aufgabe hat, 
verschiedene Raumteile und verschiedene Grenzgebilde mit ein- 
ander zu vergleichen. Der unbewegliche Raum bietet kein Mittel, 
diese Vergleichung auszuführen; es mufs also ein Etwas vorhanden 
sein, durch welches die Vergleichung vermittelt wird. Dazu 
eignet sich am besten der Körper, welcher bewegt werden kann 
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und bei der Bewegung bald den einen und bald den anderen 
Raumteil deckt. 

Hiernach brauchen wir kein Wort über den Einwand zu 
sagen, die Geometrie beschäftige sich mit dem leeren Räume oder 
denke sich wenigstens den Raum als leer. Gewifs fragt sie nicht 
im geringsten nach dem Stoffe, aus dem die Körper bestehen; 
auch sieht sie von den wirklich vorhandenen Körpern ab und 
läfst sich durch ihr Vorhandensein und die von ihnen thatsächlich 
ausgeführten Bewegungen in ihren Konstruktionen keineswegs 
stören; aber daraus folgt doch noch nicht, dafs der leere Raum 
das Objekt ihrer Untersuchung sei, oder dafs es ihr nicht ge- 
stattet sei, Körper im Räume zu denken und mit ihrer Hilfe die 
Eigenschaften des Raumes zu untersuchen. 

In vielen Fällen wird die Kongruenz benutzt, um Gröfsen- 
beziehungen herzuleiten. Bei Euklid und in den neueren Lehr- 
büchern folgert man aus der Kongruenz zweier Dreiecke sehr oft 
die Gleichheit zweier Strecken; diese dient dazu, um vermittelst 
der Kongruenz anderer Dreiecke etwa die Gleichheit zweier Winkel 
herzuleiten u. dergl. Da könnte es scheinen, als ob die Kon- 
gruenz nur ein Mittel wäre, gewisse Gröfsenbeziehungen zu be- 
weisen. Indessen geht die Geometrie weiter, indem sie bei 
Gebilden, die in allen Gröfsenbeziehungen übereinstimmen, unter- 
scheidet, ob sie mit einander zur Deckung oder nur gegen eine 
Ebene in symmetrische Lage gebracht werden können. Legendre 
nennt Raumgebilde gleich, (wofür die deutschen Mathematiker 
lieber kongruent sagen,) wenn sie sich zur Deckung bringen 
lassen; er unterscheidet davon aber die symmetrische Gleichheit, 
welche statthat, wenn entsprechende Strecken und Winkel jedesmal 
gleich sind, die homologen Grenzgebilde aber in entgegengesetzter 
Weise auf einander folgen. Eine derartige Unterscheidung wäre 
in der Geometrie nicht gestattet, wenn sie es nur mit Gröfsen- 
beziehungen zu thun hätte. 

»Das Messen besteht«, wne Riemann sagt, »in einem Auf- 
einanderlegen der zu vergleichenden Gröfsen; zum Messen wird 
also ein Mittel erforden, die eine Gröfse als Mafsstab für die 
andere fortzutragen. Fehlt dieses, so kann man zwei Gröfsen 
nur vergleichen, wenn die eine ein Teil der anderen ist, und 
auch dann nur das Mehr oder Minder, nicht das Wieviel ent- 
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scheiden.« Nun können die Raumteile selbst nicht bewegt werden; 
bei allen wirklichen Vergleichungen des Raumes gebraucht man 
den festen Körper; es ist also wohl am naturgemäfsesten, das- 
selbe Hilfsmittel auch für die Wissenschaft zuzulassen.*) 

Die Bewegung, welche die Geometrie benutzt, ist aber nicht 
etwa die, welche ein luftförmiger oder flüssiger Körper ausführt, 
sondern nur die Bewegung eines festen Körpers liefert diejenige 
Vergleichung der Raumteile, welche hier gefordert wird. Somit 
sind wir jedenfells berechtigt, die Bewegung fester Körper unter 
die Grundbegriffe der Geometrie aufzunehmen. Wir sind hierzu 
sogar so lange verpflichtet, bis eine andere Grundlage von gleicher 
Einfachheit und Natürlichkeit aufgestellt ist. 

Aber eine andere Frage ist es, ob die Teilung und Bewegung 
für den Aufbau der Geometrie genügen. Wir haben oben ge- 
zeigt, dafs für gewisse Untersuchungen das Princip der Stetigkeit 
nicht entbehrt werden kann. Es würde also versucht werden 
müssen, dasselbe mit der Teilung und Bewegung in organischen 
Zusammenhang zu bringen. Wenn dies auch gelingt, so bleibt 
immer noch eine sehr schwierige Aufgabe zu erledigen, nämlich 
die Messung der Raumgebilde. Zwar lassen sich alle Messungen 
ausführen, sobald man die Mafszahlen für die geraden Strecken 
bestimmen kann, wie denn überhaupt die Meinung des ApoUonius, 
dafs die Gröfsensätze auf Lagenbeziehungen zurückgeführt werden 
können, viel Wahres enthält. Auch darf man die Bedeutung der 
Gröfsensätze nicht nach der Anzahl der Stellen ermessen wollen, 
an denen sie bei Euklid gebraucht werden ; dann würde man ihre 
Wichtigkeit weit überschätzen. Aber die Messung selbst gehört 
doch zweifellos der Geometrie an, und wenn auch im Grunde 
nur die der geraden Linie übrig bleibt, so bietet diese vorläufig 
noch unübersteigliche Schwierigkeiten. 

Von den Alten wird stets ein Satz angewandt, der von 
Archimedes zuerst in voller Klarheit ausgesprochen ist und deshalb 



*) Selbst die blofse Abschätzung, welche doch nur ungenaue Resultate 
liefert, beruht auf der Bewegung, welche das Auge ausführen mufs, um zwei 
Punkte nach einander zu fixieren. Die Fähigkeit, auf diese Weise etwas zu 
erreichen, wird aber erst durch Übung gewonnen, indem das Resultat der 
wirklich ausgeführten Messung mit der entsprechenden Bewegung des Auges 
oft genug verglichen wird. 
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nach; dem Vorschläge von Stolz vielfach das Archimedische Princip 
genäqnt wird. Aber die Berechtigung dieses Princips ist fraglich 
gerworden. So kann man, wie an einer anderen Stelle unseres 
Buches bewiesen wird, den euklidischen Raum so über das Un- 
endlichfetne ausgedehnt denken, dafs ein idealer Teil hinzutritt, 
d^r mit dem reellen Teile in allen Eigenschaften übereinstimmt 
uäd" durch das Unendlichfeme mit ihm zusammenhängt. Dann 
besteht jede^ gerade Linie aus zwei Teilen, welche durch zwei 
unendlich ferne Punkte mit einander verbunden sind. Vergleicht 
man ein unendlich grofses Segment dieser geraden Linie, d. h. 
einen Teil, von dem der eine Endpunkt dem reellen, der andere 
dem idealen Bereiche angehört, mit einem endlichen Segment, 
dessen beide Endpunkte im reellen Bereiche liegen, so wird jedes 
Vielfache des zweiten Segmentes kleiner sein als das erste. Über- 
haupt zeigt die Theorie der transfiniten Zahlen, dafs das Archi- 
medische Axiom in der Form, in der es zunächst ausgesprochen 
wird, keine notwendige Eigenschaft der Zahlgröfsen darstellt. 
Aber das istvon geringerer Bedeutung; für die Geometrie handelt 
es sich vor allem darum, ob die Folgerungen, welche für die 
Messung aus dem Axiom gezogen werden, berechtigt sind oder 
nicht. Dies kommt darauf hinaus, ob das Gebiet der natürlichen 
Zahlen nur auf die Weise ins Transfinite erweitert werden kann, 
die wir G. Cantor verdanken, oder ob die Veroneseschen Zahlen 
ebenfalls berechtigt sind. 

^ Der Unterschied der beiden Systeme läfst sich am leichtesten 
in folgender Weise angeben. Wir denken uns allen positiven 
und negativen ganzen Zahlen der Reihe nach Punkte eines ein- 
dimensionalen Gebildes zugeordnet und setzen voraus, dafs dadurch 
das Gebilde nicht erschöpft ist, so dafs es noch Punkte giebt, die 
weder zu den angegebenen gehören noch zwischen je zweien 
unter ihnen liegen. Dann läfst sich in einem anderen Teile des 
Gebildes eine ähnliche Zuordnung ausführen. Dadurch werden 
auf dem Gebilde gewisse Bereiche erhalten, von denen jeder eine 
unendliche Reihe von Punkten enthält, die der Gesamtheit der 
positiven und negativen ganzen Zahlen entsprechen. Nun ist es, 
wie wir bewiesen haben, gestattet anzunehmen, dafs jeder der- 
artige Bereich auf einen gleichen Bereich unmittelbar folgt und 
einem andern unmittelbar vorangeht, wobei wir voraussetzen 
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müssen, dafs je zwei zusammenstofsende Bereiche in einem ge- 
meinsamen Endpunkte zusammenhangen. Die auf diese Weise 
begründeten Zahlen sind mit den Cantorschen identisch. Es fragt 
sich aber, ob es auch gestattet ist, vorauszusetzen, dafs zwischen 
je zwei solche Bereiche jedesmal unendlich viele Bereiche der- 
selben Art eingeschoben werden können, so dafs es kein un- 
mittelbar folgendes und kein unmittelbar vorangehendes giebt. 
Diese Voraussetzung liegt den Veroneseschen Zahlen zu Grunde. 
So grofse Bedenken sich auch dieser Theorie entgegenstellen, 
konnte doch ihre Unzulänglichkeit nicht derartig bewiesen werden, 
dafs ein abschliefsendes Urteil möglich ist. Wir sehen also: Um 
über die Messung der geraden Strecke ins reine zu kommen, 
sind weitgehende Untersuchungen anzustellen, indem sogar die 
Theorie der transfiniten Zahlen herangezogen werden mufs; alles, 
was in dieser Hinsicht bisher geleistet ist, genügt noch nicht, um 
volle Klarheit zu schaffen; nachdem aber die Frage einmal bis zu 
dem jetzt erreichten Punkte gefördert ist, kann die endgültige 
Entscheidung nicht mehr lange auf sich warten lassen. 

Zum Schlufs dürfen wir wohl auf die Schwierigkeiten hin- 
weisen, welche schon die Beantwortung der Frage bietet, welche 
Stelle den auf die Messung bezüglichen Untersuchungen im System 
anzuweisen ist. Setzt man sie in den Anfang, ehe man etwa die 
gerade Linie eingeführt hat, so bekommt die ganze Darlegung 
den Charakter des Willkürlichen; verschiebt man sie an eine 
spätere Stelle, so beraubt man sich aller Vorteile, welche die 
analytische Behandlung ihrer Natur nach bietet. 



Sechster Abschnitt. 

Abschlufs der projektiven Geometrie. 



§1- 

Die Staudt-Eleinsobeii VorauBBetsungen. 

Wir haben uns zwar schon im zweiten Abschnitt (B. 1. 
S. 97 — 166) mit der projektiven Geometrie beschäftigt; aber bei 
dem Charakter, den wir dem ersten Bande glaubten erhalten zu 
müssen, konnte manche Frage, welche diesen Zweig der Geo- 
metrie betrifit und für die Grundlagen von Bedeutung ist, dort 
nicht zum Abschlufs gebracht werden. Deshalb scheint es ge- 
boten, hier nochmals auf die projektive Geometrie zurückzu- 
kommen.^**) 

1. An erster Stelle wollen wir untersuchen, ob es angebracht 
ist, von vornherein den Raum als Ganzes der Betrachtung zu 
Grunde zu legen, oder ob man besser daran thut, sich anfangs 
nur auf einen endlichen Teil des Raumes zu beschränken. Viele 
ziehen den ersten Weg vor; sie nehmen dann an, dafs zwei be- 
liebige Ebenen eine Gerade gemeinschaftlich haben, und dafs zwei 
Gerade derselben Ebene sich jedesmal in einem Punkte schneiden. 
Von anderer Seite aber betrachtet man anfangs einen fest ge- 
wählten Bereich und setzt voraus, dafs hierin zwei Ebenen höchstens 
eine Gerade,* eine Gerade und eine Ebene höchstens einen Punkt 
gemeinschaftlich haben, wofern die Gerade nicht in die Ebene 
hineinfällt. Wir wollen die beiden Methoden mit einander ver- 
gleichen. 

Zunächst behaupte ich, dafs eine Raumform alle projektiven 
Eigenschaften auch dann besitzen kann, wenn die Gerade mit 
jeder sie nicht enthaltenden Ebene zwei Punkte gemeinschaftlich 



74 Sechster Abschnitt. § 1- 

hat. Um das einzusehen^ lege man der Untersuchung die früher 
(II § 6, B. 1. S. 124 — 127) eingeführten Koordinaten x, y, z zu 
Grunde und bestimme vier Gröfsen xo^ xi, x%, xs durch die 
Forderungen: 

^ = S' y = S' ^ = S' ^0 + '^J + ^i + '^» = ^- 

Xo Xq Xo 

Nimmt man jetzt an, den Wertsystemen (xo, xi, x^, Xs) und 
( — Xo, — xi, — Xf, — Xs) entspreche regehnäfsig derselbe Punkt, 
so gelten folgende Gesetze: Durch zwei Punkte geht jedesmal 
eine Gerade; durch eine Gerade und einen nicht in ihr enthaltenen 
Punkt läfst sich stets eine, und zwar eine einzige Ebene legen; 
zwei beliebige Ebenen schneiden sich in einer Geraden, drei nicht 
durch eine Gerade hindurchgehende Ebenen schneiden sich in 
einem Punkte. Aber man kann mit gleichem Rechte annehmen, 
dafs die beiden Wertsysteme (xo, xi, x», xj) und ( — xo, — X|, 
— X2, — Xs) verschiedene Punkte (Gegenpunkte) darstellen. Dann 
wird jede Gerade (und somit auch jede Ebene), die durch einen 
Punkt hindurchgeht, auch seinen Gegenpunkt enthalten, da die 
Gleichung aoXo + ^iiXi + ajx» +^5X3 ="0 stets befriedigt wird, 
wenn man allen Koordinaten die entgegengesetzten Werte bei- 
legt. Hiernach haben zwei Ebenen regelmäfsig eine einzige gerade 
Linie gemeinschaftlich, aber die Ebene wird von jeder Geraden, 
die nicht in ihr liegt, in zwei Punkten geschnitten; ebenso haben 
zwei in derselben Ebene hegende Gerade stets einen Punkt und 
seinen Gegenpunkt gemeinschaftlich. Dafs die beiden hier an- 
gegebenen Raumformen sehr nahe mit einander verwandt sind, 
bedarf keiner Begründung; sie stimmen sogar in allen ihren Eigen- 
schaften vollständig überein, wofern man nur gewisse einfach 
begrenzte Bereiche, etwa das Innere eines Tetraeders betrachtet. 
Aber auch im übrigen ist die ÄhnUchkeit der beiden Raumformen 
so grofs, dafs man gezwungen ist, auch die zweite als eine pro- 
jektive zu bezeichnen. 

2. Aus den projektiven Raumformen will man durch Hinzu- 
nahme weiterer Voraussetzungen diejenigen Raumformen ge- 
winnen, die mit der Erfahrung vereinbar sind. Sehen wir selbst 
ganz von den Clifford-Kleinschen Raumformen ab, bei denen man 
durchaus gezwungen ist, zunächst die Eigenschaften fiir ein end- 
liches Gebiet zu entwickeln, so müssen wir gestehen, dafs in 



Abschlufs der projektiven Geometrie. 75 

voller Allgemeinheit nur die Kleinsche Raumform (die Polarform 
des Riemannschen Raumes) den Forderungen genügt, dafs zwei 
beliebige Ebenen eine Gerade und zwei in einer Ebene liegende 
Gerade einen einzigen Punkt gemeinschaftlich haben. Im Rie- 
mannschen Räume wird jede Ebene von einer nicht in ihr ent- 
haltenen Geraden in zwei Punkten getroflfen. In der Euklidischen 
und der Lobatschewskyschen Geometrie fehlen Gebilde, die in 
der allgemeinen Projektivität als existierend vorausgesetzt werden, 
und können höchstens als »uneigentliche« Gebilde künstlich ein- 
geführt werden; für diese Raumformen gilt demnach der Satz, 
dafs zwei Ebenen eine Gerade gemeinschaftlich haben, nicht mehr 
in voller Allgemeinheit. Wollen wir also den mit der Erfahrung 
übereinstimmenden Raumformen Projektivität beilegen, so geht 
es nicht an, die Voraussetzung zu machen, dafs zwei beliebige 
Ebenen eine Gerade, zwei beliebige in einer Ebene liegende 
Gerade einen Punkt gemeinschaftlich haben. 

Dazu kommt noch, dafs es, wie die Betrachtung der Clifford- 
Kleinschen Raumformen zeigt, am natürlichsten ist, die Gesetze 
erst für ein endliches Gebiet zu entwickeln und dann zu diesem 
Gebiete neue Gebiete, welche dieselben Eigenschaften besitzen, 
in unbegrenzter Folge hinzuzunehmen. Auch ist es eine durchaus 
naturgemäfse Aufgabe, zu erforschen, welche Möglichkeiten noch 
bestehen, wenn man die Voraussetzungen der Projekti\*ität zu- 
nächst nur für ein endliches Gebiet macht; erst auf diesem Wege 
gelangt die Projektivität zu demselben Abschlufs, den wir im 
vierten Abschnitt der Metrik haben geben können. 

3. Demnach sind wir gezwungen, von den beiden oben 
charakterisierten Methoden die zweite zu bevorzugen. Wir denken 
uns also einen einfach begrenzten Teil des Raumes gegeben; 
hierin setzen wir ein System von Flächen und Linien voraus, 
das folgenden Bedingungen genügt: 

a) Die Schnittlinie von irgend zwei Flächen des Systems ist 
eine Linie des Systems und gehört jeder Fläche des Systems an, 
die zwei Punkte der Linie enthält. 

b) Durch eine Linie des Systems, und einen nicht in ihr 
enthaltenen Punkt geht eine und zwar eine einzige Fläche des 
Systems. 
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Wir können diese Voraussetzungen auch wohl in folgender 
Form aussprechen: 

Durch zwei Punkte des abgegrenzten Raumteiles geht jedesmal 
eine und zwar eine einzige Linie des Systems; durch drei Punkte, 
die nicht auf einer solchen Linie liegen, läfst sich jedesmal eine 
und zwar eine einzige Fläche des Systems legen. 

Gleichwie wir bei diesen Definitionen bereits die Begriffe: 
Fläche, Linie und Punkt benutzt haben, müssen wir zu den auf- 
gestellten Voraussetzungen das Princip der Stetigkeit hinzunehmen. 
Für die ersten Entwicklungen bedarf man indessen dies Princip 
nicht in seiner vollen Allgemeinheit; vielmehr genügt folgende 
Voraussetzung: 

Jede in dem abgegrenzten Räume enthaltene Ebene zerlegt 
ihn in zwei Teile auf die Weise, dafe jede gerade Strecke, welche 
zwei in verschiedenen Teilen gelegene Punkte mit einander ver- 
bindet, die Ebene schneidet. 

Daraus folgt für den angenommenen Raum unmittelbar der 
Satz: 

Jede in einer Ebene enthaltene Gerade zerlegt sie so in zwei 
Teile, dafs jede gerade Strecke, welche einen Punkt des einen 
Teiles mit einem Punkte des andern verbindet, die gegebene 
Gerade in einem zwischen den beiden Punkten gelegenen Punkte 
trifft. 

Unsere erste Aufgabe besteht jetzt darin, die einzelnen An- 
nahmen eingehend zu prüfen, um uns über ihre Unabhängigkeit 
und ihre Tragweite Aufschlufs zu verschaffen. 

4. Dafs es nicht möglich ist, die Projektivität durch Ent- 
wicklungen herzuleiten, die ganz auf ebene Gebiete beschränkt 
sind, hat bereits Klein aus analytischen Gesetzen gefolgert, die 
Beltrami für die kürzesten Linien auf krummen Flächen aufgestellt 
hat. Zu derselben Folgerung gelangt man auch durch eine ein- 
fache rein geometrische Betrachtung. In der That, wollten wir 
nur die Voraussetzung machen, dafs in einer zwei&ch ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit ein System von Linien gegeben sei, von denen 
durch je zwei Punkte nur eine einzige Linie hindurchgeht, so 
würde dadurch keine Beziehung zwischen den Linien des Systems 
bestimmt. Man lasse vom Punkte 1 aus beliebige Linien aus- 
gehen, welche keinen zweiten Punkt gemeinschaftlich haben. 
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Nachdem solche in beliebiger Anzahl gewählt sind und für eine 
weitere Linie ein zweiter Punkt bestimmt ist, bleibt fiir diese 
Linie noch immer ein gewisses Winkelfeld. Denkt man sich alle 
vom Punkte 1 ausgehenden Linien bestimmt, so sind die von 
einem zweiten Punkte 2 ausgehenden Linien bis auf die Linie 
(21) willkürlich und haben nur den beiden Bedingungen zu ge- 
nügen, dafs sie unter einander keinen zweiten Punkt gemein- 
schaftlich haben und dafs keine den von 1 ausgehenden Linien 
zweimal begegnet. Diese Willkür ändert sich bei Hinzunahme 
eines (n -f- l)ten Punktes nicht, nachdem fiir irgend eine endliche 
Zahl n von Punkten Gesetze angegeben sind, nach denen sich 
sämtliche, durch je einen dieser Punkte hindurchgehende Linien 
des Systems bestimmen lassen. Die oben angegebenen For- 
derungen sind also von einander unabhängig und lassen sich nicht 
auf eine geringere Zahl von Voraussetzungen zurückführen. 

5. Man denke aber nicht, dafs die beiden obigen Voraus- 
setzungen nur für die Geraden und Ebenen des Raumes gelten. 
Schon Klein hat darauf hingewiesen, dafs durch irgend eine stetige 
Umgestaltung des Raumes die Geraden und Ebenen in Gebilde 
übergehen, für welche die angegebenen Eigenschaften wenigstens 
so lange bestehen bleiben, als man einen gewissen Bereich nicht 
verläfst. Wir möchten an einem einfachen Beispiele zeigen, dafs 
die vorausgesetzten Eigenschaften gewissen Systemen ganz all- 
gemein zukommen. 

Zu dem Ende betrachten wir wieder den Hyperbel-Sinus, 
den wir bereits im ersten Abschnitt benutzt haben. Indem wir 
setzen: 

(1) Shu = — 2 =" + 3! + 5"! + • • • 

sehen wir, dafs zu jedem reellen Werte von u ein einziger reeller 
Wert von Shu gehört, und umgekehrt. 

Jetzt sollen x, y, z Cartesische (recht- oder schiefwinklige) 
Koordinaten des euklidischen Raumes und a, /}, y ^^^ ^^^ i^uU 
verschiedene endliche konstante Gröfsen sein. Indem wir setzen: 

(2)i = «sh^, ,-^Sh|, g = rSh^, 

entspricht jedem Punkte ein einziges System von Werten (g, t)^ g). 
Durch die Gleichung: 
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(3) ag + biy + cg + d = 
wird bei konstanten Werten von a, b, c, d eine Fläche dar- 
gestellt, welche im allgemeinen von einer Ebene verschieden ist 
und nur dann in eine solche übergeht , wenn zwei der Koeffi- 
cienten a, b, c gleich null sind. Zwei Flächen: 

(4) a| + b, + cg + d = 
a'g + b'^ + c'g + d' = 

haben entweder keinen (endlichen) Punkt oder eine einzige Linie 
gemeinschaftlich. Wenn aber die Wertsysteme (§', ly', £') und 
(S\ v\ O ^^^ beiden Gleichungen (4) genügen, so werden diese 
beiden Gleichungen auch für: 

g=r+Kr-r), v=v''hHv'-vi £=s'+Kr-e') 

bei beliebigem Werte von X behiedigt. Soll umgekehrt die Fläche 

(5) Ag + Bi, + Cg + D = 

mit den beiden Flächen (4) die beiden Punkte (g', f)\ £') und 
(g", Tj'\ ^') gemeinschaftlich haben, so müssen die vier aus der 
Matrix 

a b c d 

a' b' c' d' 

A B C D 

gebildeten Determinanten verschwinden, da im andern Falle diese 
vier Determinanten sowohl den Werten g' :(—«?'):£' : ( — 1) 
wie den Werten g'' : ( — tj') : ^' : ( — 1) proportional sein müfsten. 
Demnach ist 

A = Aa+^a', B = ;ib + iMb, C = Xc + fic\ D=id + jt/d'; 

dann würd aber die Gleichung (5) für jedes Wertsystem erfüllt, 
welches den beiden Gleichungen (4) genügt, oder die letzte Fläche 
geht durch den Schnitt der beiden ersten hindurch. Nennen wir 
jede durch die Gleichung (3) dargestellte Fläche eine Fläche E 
und jede Schnittlinie zweier Flächen E eine Linie g, so geht 
durch irgend zwei Punkte des Raumes eine einzige Linie g und 
durch irgend .drei Punkte, die nicht auf einer Linie g liegen, eine 
einzige Fläche E. Für das System dieser Linien und Flächen 
gilt also die projektive Geometrie. 

Der angegebene Weg liefert uns bereits unendlich viele der- 
artige Systeme; denn legen wir irgend ein anderes recht- oder 
schiefwinkliges Koordinatensystem zu Grunde oder ändern wir 
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die KoefEcienten a, ft 7, so erhalten wir stets ein anderes System 
von Flächen E und Linien g. 

6. Für die ersten Sätze der projektiven Geometrie genügt 
das Princip der Stetigkeit in der Form, die wir am Schlufs von 
3. angegeben haben. Wahrscheinlich wird man es aber bei weiter- 
gehenden Untersuchungen in seinem ganzen Umfange heranziehen 
müssen. 

Aufserdem ist noch Folgendes zu beachten. Um überhaupt 
die Theorie der Doppelverhältnisse nach der Methode zum Ab- 
schlufs zu bringen, die in II § 3 gelehrt ist, mufs man Gewifsheit 
darüber erlangen, ob die angegebene Konstruktion beim Übergang 
zur Grenze auch jedem irrationalen Werte des Doppelverhältnisses 
einen einzigen Punkt zuweist, oder ob dadurch für einen irratio- 
nalen Wert die Lage des Punktes nur auf eine gewisse Strecke 
eingeschränkt wird. 

Die Untersuchungen, welche zur Entscheidung dieser Frage 
führen, unterscheiden sich nicht von denen, welche in der me- 
trischen Geometrie darüber entscheiden, ob man durch Teilung 
einer Strecke in hinreichend viele gleiche Teile eine beliebig kleine 
Strecke enthält oder ob der nte Teil einer Strecke für jede noch 
so grofse Zahl n oberhalb einer gewissen Strecke bleibt. Die 
entsprechenden Entwicklungen des vorigen Abschnitts müssen 
daher auch hier herangezogen werden. Wir brauchen sie hier 
aber nicht zu wiederholen, nehmen vielmehr in Übereinstimmung 
mit den Ergebnissen der früheren Untersuchung im folgenden an, 
dafs jedem Doppelverhältnis auch dann ein einziger Punkt ent- 
spricht, wenn dasselbe einen irrationalen Wert hat. 

7. Nachdem so die Voraussetzungen, von denen wir im 
zweiten Abschnitt ausgegangen sind, eine sorgfältige Prüfung er- 
halten haben, können wir die Entwicklungen des zweiten Ab- 
schnitts, namentlich die §§ 2 — 6 (B. 1. S. 99—128) folgen lassen, 
natürlich unter fortwährender Beschränkung auf den zu Grunde 
gelegten Raumteil. Ich möchte jedoch auf einen Abschnitt aus 
der projektiven Geometrie, der dort nur beiläufig erwähnt ist, 
besonders aufmerksam machen, da er im folgenden vielfach an- 
gewandt werden mufs. 

Das wichtigste Hilfsmittel, durch welches die synthetische 
Geometrie zu ihren Lehrsätzen gelangt, ist die Zuordnung von 
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Punkten, Geraden und Ebenen zu einander. Da die projektive 
Geometrie sich darauf aufbaut, dafs zwei Ebenen sich in einer 
Geraden, zwei Gerade derselben Ebene in einem Punkte schneiden, 
so mufs diejenige Zuordnung der Punkte eines Raumteiles zu 
denen eines zweiten als besonders einfach angesehen werden, bei 
der auch jeder Geraden wieder eine Gerade, jeder Ebene eine 
Ebene derartig entspricht, dafs ungleichartigen Elementen des 
einen, die in einander liegen, Elemente des andern zugeordnet 
werden, die ebenfalls in einander liegen. Eine solche Zuordnung 
(Verwandtschaft) nennen wir kollinear; wir stellen daher mit 
Staudt folgende Definition auf: 

Zwei Raumteile £ und ^i sind kollinear verwandt, wenn 
jedem Punkte jr von 2 ein Punkt Jti von JSi entspricht, jeder 
durch jt gehenden Geraden oder Ebene von 2! aber eine durch 
jci gehende Gerade resp. Ebene von 2i zugeordnet ist. 

Da die harmonischen Gebilde sich durch blofses Schneiden 
von Ebenen und Geraden ergeben und die Doppelverhältnisse 
sich auf harmonische zurückfuhren, so bezieht diese Zuordnung 
jedesmal einstufige Grundgebilde projektivisch auf einander, d. h. 
so, dafs die Doppelverhältnisse sich nicht ändern. Sind ako a, 
ßy 7, 6 vier Punkte einer Geraden, so entsprechen ihnen vier 
Punkte «1, ßiy 7i, rfi einer zweiten Geraden derartig, dafs die 
Doppelverhältnisse (aßyd) und («i/Ji/irfi) einander gleich sind. 

Will man zwei Raumteile kollinear auf einander beziehen, 
so darf man fünf beliebigen Punkten des einen, von denen keine 
vier in einer Ebene liegen, irgend fünf Punkte des andern als 
entsprechende zuweisen, von denen ebenfalls keine vier in einer 
Ebene liegen. 

Um diese Verwandtschaft anal3rtisch darzustellen, setzt man, 
wenn dem Punkte x der Punkt y zugeordnet werden soll, zwischen 
den Koordinaten homogene lineare Gleichungen fest von der 
Form : 

y« =i:2iaxxx, (für a — 0, 1, 2, 3) 

X 

wo die aus den Koefficienten gebildete Determinante nicht ver- 
schwindet. Diese Gleichungen lassen unmittelbar erkennen, dafs 
die oben angegebenen Gesetze gelten. Zudem ergiebt sich, dafs 
die Gesamtheit dieser Umwandlungen von 15 Konstanten abhängt. 
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da die Qeichungen 16 Koefficienten enthalten und es nur auf 
ihre Verhältnisse ankommt. 

In vielen Fällen ist es angebracht, auf die Ergebnisse von 
Transformationen die der Bewegung entsprechende Terminologie 
anzuwenden, namentlich in dem Falle, dafs man die Koefficienten 
von einer veränderlichen Gröfse t in der Weise abhängig macht, 
dafe für t = jeder Koefficient a« gleich eins und jeder Koeffi- 
cient 2iix für ungleiche Marken £, x gleich null wird. 

Die idealen Gebilde. 

1. »Uneigentliche« oder »ideale« Gebilde sind selbst der 
elementaren Behandlung der Geometrie nicht ganz fremd. Will 
man auch nur die einfachsten Sätze über Projektivität für die 
euklidische Geometrie aussprechen, so ist es überaus lästig, stets 
zwischen schneidenden und parallelen Ebenen (bezw. Geraden) 
unterscheiden zu müssen. Um eine einheitliche Ausdrucksweise 
zu erhalten, macht man die Fiktion, zwei parallele Gerade hätten 
einen Punkt gemein. Aus einem leicht erkennbaren Grunde nennt 
man den nicht existierenden, »uneigentlichen« oder »idealen« 
Punkt, den eine Gerade mit einer zu ihr parallelen Linie gemein 
haben soll, den »unendlich fernen« Punkt der Geraden. Dann 
mufs man festsetzen, dafs alle unter einander parallelen Geraden 
denselben unendlich fernen Punkt besitzen. Ebenso legt man 
zwei parallelen Ebenen eine gemeinsame ideale Gerade, die »un- 
endlich ferne« Gerade der Ebenen bei. Diese Gerade mufs die 
unendlich fernen Punkte aller in den beiden Ebenen liegenden 
Geraden enthalten und allen zu ihnen parallelen Ebenen gemeinsam 
sein. Weiterhin sieht man sich genötigt festzusetzen, dafs alle 
unendlich fernen Punkte des Raumes in einer Ebene, der »un- 
endlich fernen Ebene«, liegen. Natürlich darf man diesen Ge- 
bilden keine reale Existenz beilegen, sondern mufs sie nur als ein 
Mittel betrachten, eine einheitliche Ausdrucksweise zu schaffen. 

2. Eine weit gröisere Bedeutung besitzen die idealen Gebilde 
für die allgemeine Projektivität.^^) Um ihre Einführung vorzu- 
bereiten, betrachten wir den Strahlenbündel, d. h. die Gesamtheit 
der Geraden und Ebenen, die durch einen festen Punkt, den 

KillinsTi Grundlagen der Geometrie. II. ß 
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Scheitel oder Mittelpunkt des Bündels, hindurchgehen. JFür einen 
solchen Bündel gelten zahlreiche Gesetze, bei denen wir ganz 
vom Scheitel absehen können. Ja, es empfiehlt sich vielfach, sich 
beim Ausspruch der Sätze auf einen Raumteil zu beschränken, 
dem der Scheitel nicht angehört. Indem wir das thun, stellen 
wir folgende Sätze auf: 

a) Durch jeden Punkt geht eine, und zwar eine einzige 
Gerade des Bündels. 

b) Je zwei Strahlen des Bündels liegen in einer seiner Ebenen. 

c) Wenn zwei Ebenen des Bündels (in dem abgegrenzten 
Raumteile) einen Punkt gemein haben, so schneiden sie sich in 
einer dem Bündel angehörenden Geraden. 

d) Durch jede dem Bündel nicht angehörende Gerade geht 
eine, und zwar eine einzige Ebene des Bündels. 

e) Wenn vier in einer Ebene liegende Strahlen oder vier 
durch einen Strahl gehende Ebenen des Bündels eine Gerade 
treffen, so ist das Doppelverhältnis der Schnittpunkte von der 
Wahl der getroffenen geraden Linie unabhängig. 

f) Gehen von einem Punkte vier harmonische Gerade aus, 
von denen drei einen Strahl des Bündels schneiden, während die 
vierte dem Strahlbündel angehört, so liegt auch der von irgend 
einem andern Punkte ausgehende Strahl des Bündels harmonisch 
zu den drei Geraden, welche von dem neuen Punkte aus nach 
den drei Schnittpunkten mit dem festen Strahl gezogen werden; 

Diese Sätze gelten, wie bereits erwähnt wurde, für einen 
Raumteil, in welchem der Mittelpunkt des Strahlenbündels nicht 
liegt. Wir können daher die in dem abgegrenzten Raumteil ent- 
haltenen Geraden und Ebenen des Bündels als Ersatz für den 
nicht darin liegenden Mittelpunkt betrachten. Aber bei der Her- 
leitung dieser Sätze gebraucht man den Mittelpunkt; es fragt sich 
also, ob derselbe für den Beweis entbehrt werden kann; wenn 
das möglich ist, darf man von einem idealen Punkte sprechen, 
der durch ein gewisses System von Geraden und Ebenen ersetzt 
wird. Die folgende Untersuchung wird uns lehren, dafs die 
aufgeworfene Frage bejaht werden mufs; sie wird uns aber in 
ihrem weiteren Verlauf auch zu idealen Geraden und Ebenen fuhren, 

3. Unter einem ebenen Strahlenbüschel verstehen wir zu- 
vörderst die Gesamtheit der in einer Ebene enthaltenen und durch 
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einen festen Punkt gehenden Strahlen. Wir wollen diesen Begritt 
in ein£acher und natürlicher Weise er weitem. 

Zu dem Ende betrachten wir vier Ebenen, die durch dieselbe 
gerade Linie hindurchgehen. Diese vier Ebenen haben ein festes 
Doppelverhältnis, d. h. das Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte, 
in denen eine beliebige Gerade die vier Ebenen triffi, hängt nur 
von den Ebenen, aber nicht von der schneidenden Geraden ab. 
Beschränkt man sich auf solche Gerade, die einer festgewählten 
Ebene angehören, so kann man die Ebenen durch ihre Schnitt- 
linien mit der festen Ebene ersetzen; diese vier Geraden haben 
die Eigenschaft, dafs ihre Schnittpunkte mit jeder Transversalen 
in einem konstanten Doppelverhältnis stehen; wir dürfen daher 
von dem Doppelverhältnis der vier Geraden sprechen. Diese 
Eigenschaft ist davon unabhängig, ob die Achse der vier ersten 
Ebenen die durchschneidende Ebene trifft oder nicht. Wenn ein 
Schnittpunkt (in dem abgegrenzten Raumteile) vorhanden ist, so 
gehen auch die vier Schnittlinien durch diesen Punkt; die Geraden 
gehören dann einem Büschel an. Wir werden daher auch in 
dem Falle, wo ein solcher Schnittpunkt nicht vorhanden ist, die 
vier Geraden als einem Büschel angehörig betrachten. 

Umgekehrt gilt auch der Satz: 

Wenn vier Geraden einer Ebene ein festes Doppelverhältnis 
haben, so lassen sich durch sie vier Ebenen hindurchlegen, welche 
eine gerade Linie gemein haben. 

Die vier in einer Ebene liegenden Geraden a, b, c, d mögen 
die Eigenschaft haben, dafs das Doppelverhältnis {aßyd) ihrer vier 
Schnittpunkte «, ßy 7, d mit einer beliebigen Geraden von der 
Wahl dieser Geraden unabhängig ist; jetzt behaupte ich: Liegt 
die der Ebene nicht angehörende Gerade q mit den Geraden a 
und b je in einer Ebene, so kann man auch durch q und c, sowie 
durch q und d je eine Ebene legen. 

Zum Beweise betrachte ich die vier Ebenen (qa), (qi^), (qy)> 
(qd), deren Doppelverhältnis gleich (aßyö) ist. Durch 6 lege 
man eine neue Gerade, welche die drei anderen Geraden bezw. 
in den Punkten «', ß'y y' treffen möge. Nach unserer Annahme 
ist das Doppelverhältnis (a'ß'y'ö) == (aßyö); es ist dies auch das 
Doppelverhältnis der vier Ebenen, welche durch die Gerade q 
nach den vier Punkten «', /S*, 7', 6 hin gelegt werden können. 

6* 
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Da die Ebenen (qa) und (qa')> sowie die Ebenen (qß) und (q^ ) 
zusammenfallen y so müssen wegen der Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse die Ebenen (q/) und (q/) identisch sein, oder die 
Geraden q und c liegen in einer Ebene. Ebenso erkennt man 
unter Hinzunahme einer Linie, welche durch / geht und die 
Geraden a, b, d schneidet, dafs die Ebene (qd) die Gerade d 
enthält. 

Hieran schliefst sich folgender Satz: 

Wenn drei Geraden einer Ebene die Eigenschaft haben, dafe 
sich durch jede von ihnen und eine weitere Gerade, die der Ebene 
der drei ersten Geraden nicht angehört, eine Ebene legen läfst, 
so liegt die Schnittlinie irgend zweier Ebenen, die durch zwei 
von ihnen gelegt werden, mit der dritten Geraden in einer Ebene. 

Der Annahme nach liegen die Geraden a, b, c in einer Ebene; 
eine vierte Gerade q, die dieser Ebene nicht angehört, liegt so- 
wohl mit a, als mit b, als auch mit c je in einer Ebene. Durch 
einen beliebigen Punkt q des Raumes und je eine der drei 
Geraden a, b, c lege ich eine Ebene und will beweisen, dafs diese 
drei Ebenen dieselbe Gerade gemein haben. Zu dem Ende wähle 
ich in der Ebene (ab) einen Punkt 6 der Art, dafs sich von ihm 
aus zwei gerade Linien ziehen lassen, welche die Geraden a, b, c 
schneiden. Das geschehe in den Punkten a, j9, y und «', jS', /', 
wo die Punkte a und a in a, ß und ß' in b, y und y' in c liegen. 
Durch die Schnittlinie r der Ebenen (pa) und (pb) lege ich drei 
weitere Ebenen, von denen eine durch y, eine zweite durch /, 
die dritte durch 6 geht. Da die Doppelverhältnisse {aßyS) und 
{aß^yS) dem Doppelverhältnis der vier durch q gelegten Ebenen 
gleich sind, so haben auch die vier Ebenen (ra), (rb), (ry), (rd) 
dasselbe Doppelverhältnis wie die vier Ebenen (ra), (rb), (ry'), 
(rd); die Ebenen (ry) und (ry) fallen also zusammen, oder die 
Geraden r und c liegen in einer Ebene. 

Demnach stellen wir folgende Definition auf: 

Drei Gerade einer Ebene gehören einem Strahlenbüschel an> 
wenn jede von ihnen mit derselben vierten, nicht in der Ebene 
enthaltenen Geraden in einer Ebene liegt. 

Dann gelten folgende Sätze: 

a) Durch jeden Punkt des Raumes geht eine Gerade, die mit 
allen Geraden eines Strahlenbüschels in einer Ebene liegt. 
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b) Der Strahlenbüschel ist durch zwei beliebige seiner Strahlen 
bestimmt. 

c) Durch jeden Punkt der Ebene geht ein Strahl des Büschels; 
hat der Büschel keinen Mittelpunkt, so kann man durch jeden 
Punkt nur einen Strahl des Büschels legen. 

d) Irgend vier Strahlen eines Büschels bestimmen auf allen 
hindurchgelegten Geraden gleiche Doppelverhältnisse. 

4. Hiernach ist es nicht schwierig, ein Gebilde zu kon- 
struieren, das vollständig der Gesamtheit der durch einen Punkt 
gelegten Geraden und Ebenen entspricht und das ebenfalls als 
Strahlenbündel bezeichnet werden soll. Wir gehen von zwei 
Geraden m und n aus, die in einer Ebene liegen, aber (wenig- 
stens in dem abgegrenzten Raumteil) keinen Punkt gemein haben. 
Die vorige Nummer hat bereits gelehrt, wie wir von diesen 
Geraden aus zu einem Büschel von Strahlen gelangen; dieser 
Büschel soll dem durch die beiden Geraden bestimmten Bündel 
von Strahlen angehören. Um denjenigen Strahl zu finden, der 
durch einen nicht in der Ebene (mn) liegenden Punkt a geht, 
bestimmt man den Schnitt der Ebenen (am) und (an) und ordnet 
ihn dem Bündel zu. Hiernach geht durch jeden Punkt des Raumes 
ein Strahl des Bündels, und zwar ein einziger. 

Wie wir bewiesen haben, liegt jeder der Ebene (mn) ange- 
hörende Strahl des Bündels mit jedem andern in einer Ebene. 
Hieraus folgt sofort, dafs jede Ebene, welche durch einen in der 
Ebene (mn) gelegenen Strahl des Bündels geht, einen Büschel 
von Strahlen enthält; somit enthält jede Ebene, deren Schnittlinie 
mit der Ebene (mn) dem Bündel angehört, alle diejenigen Strahlen 
des Bündels, die einen Punkt mit ihr gemein haben. Mit Hilfe 
dieses Satzes läfst sich leicht zeigen, dafs sich durch je zwei 
Strahlen des Bündels eine Ebene legen läfst. 

Liegen nämlich die Strahlen a und b auf verschiedenen Seiten 
der Ebene (mn), so mufs die durch a und einen beliebigen Punkt 
von b gelegte Ebene die Ebene (mn) in einer Geraden p schneiden, 
die dem Bündel angehört. Da in dieser Ebene ein in der Ebene 
(mn) enthaltener Strahl des Bündels und ein Punk von b liegt, 
so mufs der Strahl b ganz in sie hineinfallen; diese Ebene enthält 
also die Geraden a und b. 

Wenn aber die Strahlen a und b auf derselben Seite der 
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Ebene (mn) liegen, so bestimme man, was immer möglich ist, 
in der Ebene (mn) einen Strahl p des Bündels derartig, dafs p 
und b auf verschiedenen Seiten der Ebene (ma) liegen. Ist c 
die Schnittlinie der Ebenen (ma) und (bp), also selbst ein Strahl 
des Bündels, so haben die Strahlen b, c, p der Ebene (bp) die 
Eigenschaft, mit der Geraden m je in einer Ebene zu liegen. Da 
aber die Gerade a mit zweien unter ihnen, nämlich mit c und p, 
je in einer Ebene liegt, so mufs sie (nach 3.) auch einer durch 
die dritte Gerade b gelegten Ebene angehören. 

Aus dem hiermit bewiesenen Satze folgt, dafs in jeder Ebene, 
welche einen Strahl des Bündels enthält, noch unendlich viele 
seiner Strahlen liegen und dafs alle diese Strahlen einen Büschel 
bilden. Indem wir demnach jede solche Ebene dem Bündel an- 
gehören lassen, folgt unmittelbar, dafs jedesmal die Schnittlinie 
zweier Ebenen des Bündels einer seiner Strahlen ist, und dafs 
durch jede dem Bündel nicht angehörende Gerade eine einzige 
Ebene des Bündels geht. 

Da je zwei Strahlen des Bündels in einer seiner Ebenen 
liegen, kann man den Strahlenbündel durch zwei beliebige seiner 
Strahlen oder auch durch einen seiner Strahlen und eine seiner 
Ebenen bestimmen. Auch sind bereits die vier ersten für den 
Bändel in 2. aufgestellten Sätze bewiesen; der Satz e) folgt daraus, 
dafs alle in einer Ebene enthaltenen Strahlen des Bündels einen 
Büschel bilden. Der Satz f) hat folgenden Inhalt: Wenn der 
durch einen Punkt a gehende Strahl a des Bündels harmonisch 
liegt zu den drei Geraden, welche den Punkt a mit drei Punkten 
jty Qy eines Strahles p verbinden, so liegt auch der von irgend 
einem andern Punkte ß ausgehende Strahl b harmonisch zu den 
drei von ß nach jr, q, a gezogenen Geraden. Zum Beweise legen 
wir durch die Gerade aß vier Ebenen, von denen die erste durch 
a (und damit auch durch b), die zweite durch jr, die dritte 
durch Q und die vierte durch o geht. Diese vier Ebenen liegen 
harmonisch; sie werden also auch durch die Ebene (bp) in vier 
harmonischen Geraden geschnitten. 

5. Zwei verschiedene Strahlenbündel können höchstens einen 
Strahl gemein haben, da durch zwei Strahlen ein einziger Bündel 
bestimmt ist. Dagegen geht durch jeden Punkt des Raumes, der 
nicht in dem etwa vorhandenen gemeinsamen Strahle liegt, eine 
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Ebene, die zu beiden Bündeln gehört. Denn legt man durch den 
Punkt den Strahl Zi des ersten und den Strahl a^ des zweiten 
Bündels, so ist die Ebene (aia^) beiden Bündeln gemeinsam. Es 
ist dies offenbar die einzige, durch den Punkt gehende Ebene, die 
beiden Bündeln angehört. Wenn die Bündel einen Strahl gemein 
haben, so bilden die gemeinsamen Ebenen einen Büschel, dessen 
Achse dieser Strahl ist; wir werden daher auch in dem Falle, dafs 
die Bündel keinen gemeinsamen Strahl besitzen, die Gesamtheit 
der beiden Bündeln angehörenden Ebenen einen Ebenenbüschel 
nennen. 

Aus zwei gegebenen Bündeln kann man neue Bündel in 
einfacher Weise herleiten. Zu dem Ende gehen wir von zwei 
Punkten a und ß aus; durch a mögen die beiden Geraden ai 
und ag, durch ß die Geraden bi und b2 so hindurchgehen, dafs 
ai und bi dem ersten, a« und b^ dem zweiten Bündel angehören. 
Wenn jetzt der Punkt ß nicht in der Ebene (aiag) liegt, so möge 
irgend eine durch die Gerade aß gelegte Ebene die Ebene (aia^) 
in einer Geraden a' und die Ebene (bibj) in einer Geraden b' 
schneiden. Von dem Bündel, der die Geraden a' und b' enthält, 
wollen wir sagen, er sei aus den beiden ersten Bündeln herge- 
leitet, und die Gesamtheit der auf diese Weise erhaltenen Bündel 
wollen wir eine Bündelreihe nennen. 

Diese Herleitung neuer Bündel kann nur dann als natürlich 
angesehen werden, wenn sie von der Wahl der Punkte a und ß 
unabhängig ist. Um uns davon zu überzeugen, liefern wir den 
Beweis des folgenden Satzes: 

Gehören die drei Strahlentripel (ai, bi, Ci), (aj, bj, C2) und 
(a', b', c') je einem Strahlenbündel an, gehen die Strahlen ai, a^, 
a' durch einen Punkt a, die Strahlen bi, bg, b' durch einen 
Punkt j9, die Strahlen Ci, Cg, c' durch einen Punkt /, liegen die 
drei Geraden ai, ag, a', sowie bi, b^, b' je in einer Ebene, so 
gehören auch die drei Geraden Ci, C9 c' einer Ebene an. 

Wir beweisen den Satz zunächst unter der Annahme, dafs 
die Punkte a, /3, 7 in gerader Linie liegen, und nehmen einen 
Punkt ö auf dieser Geraden hinzu, durch den sich eine Ebene 
legen läfst, welche die neun angefuhren Strahlen schneidet. Be- 
zeichnet man die Schnittpunkte mit eci, a«, a, /9|, ßiy ß'y 71, 7^, 7' 
(wo «i auf der Geraden ai u. s. w. liegt), so sind die Doppel- 



88 



Sechster Abschnitt. S 2. 




Verhältnisse («i/Si/irf) — (««fty^rf) ^ (ß'ß'y'ö) einander gleich 
da jedes gleich iaßyi) ist. In der durch 6 gelegten Ebene liegen 
die drei Geraden «lag, ß\ßi und 71/2 » und wegen der Gleichheit 
der Doppelverhältnisse («i/Si/irf) und (a^ßiYiö) gehören diese 
drei Geraden einem Büschel an. Dasselbe gilt für die drei Ge- 
raden aid, ßiß' und 71/. Diese beiden Strahlenbüschel sind 
identisch, da sie zwei Geraden gemein haben; also müssen auch 
die beiden durch den Punkt /i gehenden Strahlen zusammen- 
fallen, oder der Punkt 7' liegt in der Ebene 717«, die Gerade c' 
also in der Ebene (ciCg). 

Ist aber 7 ein beliebiger Punkt des Raumes, so kann man 
eine Gerade hindurchlegen, welche die beiden Ebenen (aia») utid 
(bibj) trifft; das geschehe in den Punkten fi und v. Von fi 
mögen die Geraden mi, m^, m', von v die Geraden ni, n^, n' 
derartig ausgehen, dafs die Geraden mi und Ui dem ersten, m^ 
und n2 dem zweiten, m' und n' dem dritten Bündel angehören. 
Da der Punkt fi in der Ebene (aia^) liegt und diese auch den 
Strahl a' enthält, so gehören der Ebene (aia^) auch die Geraden 
mi, m«, m' an; ebenso enthält die Ebene (b|bs) auch die Geraden 
ni, n», n'. Dafs jetzt die drei Geraden Ci, c«, c' in einer Ebene 
liegen, folgt aus dem ersten Teile des Beweises, indem man die 
Punkte a und ß durch /i und- v ersetzt. 
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6. Aus diesem Satze kann man zahlreiche Folgerungen ziehen. 

a) Jeder Bündel, der einer durch zwei Bündel bestimmten 
Reihe angehört, ist bekannt, sobald einer seiner Strahlen gegeben 
ist; dieser Strahl ist aber nicht willkürlich, sondern kann nur 
noch in einer Ebene beliebig angenommen werden, sobald man 
einen Punkt kennt, durch den er hindurchgehen soll. 

Gehen vom Punkte a die Strahlen ai und a« der beiden 
gegebenen Bündel aus, so ist durch einen Strahl a', der durch a 
in der Ebene (aia^) gelegt wnrd, ein Bündel der Reihe bestimmt. 
Liegt nämlich der Punkt n nicht in der Ebene (aia^) und sind 
pi und P2 die hindurchgehenden Strahlen der ersten Bündel, so 
ist der durch jt gehende Strahl des neuen Bündels der Schnitt 
der Ebenen (pip«) und (a'^). 

b) Die Bündelreihe ist durch zwei beliebige ihrer Bündel 
bestimmt; zwei verschiedene Bündelreihen haben höchstens einen 
Bündel gemein. 

Die Richtigkeit des ersten Teiles der Behauptung, aus dem 
der zweite Teil unmittelbar folgt, leuchtet sofort ein, wenn man 
bedenkt, dafs die Konstruktion einen ebenen Strahlenbüschel benutzt. 

c) Alle Bündel der Reihe haben die Ebenen eines Büschels 
gemein; umgekehrt gehören alle Bündel, die einen Ebenenbüschel 
gemein haben, einer Bündelreihe an. 

Der erste Satz folgt unmittelbar aus dem in der vorigen 
Nummer bewiesenen Hilfssatze; der Beweis der Umkehrung ist 
derselbe wie der des Satzes a). 

d) Vier Ebenen des Büschels haben ein festes Doppelverhältnis, 
d. h. das Doppelverhältnis der vier Punkte, in denen die Ebenen 
von einer sie durchsetzenden Geraden geschnitten werden, ist von 
der Wahl dieser Geraden unabhängig. 

Eine Gerade treffe die vier Ebenen in den Punkten a, /?, 7, d, 
eine zweite in den Punkten «', j3', 7', 6\ Es giebt stets eine 
Gerade, die einen Punkt des ersten mit einem Punkt des zweiten 
Quadrupels verbindet und die beiden andern Ebenen schneidet. 
So möge die Gerade ad' mit den beiden andern Ebenen die 
Punkte ßi und /i gemein haben. Dann gehören die Geraden 
ßß\y 7/1 und iöi einem Bündel an, und ebenso die Geraden aa\ 
ßiß'> YiY- Demnach ist das Doppelverhältnis {aßiyid) sowohl 
gleich (jxßyS) wie gleich {aß'y'd'). 
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e) Durch zwei beliebige Ebenen des Büschels ist der Ebcnen- 
büschel und die Bündelreihe eindeutig bestimmt. 

Um die durch einen gegebenen Punkt gehende Ebene des 
Büschels zu konstruieren, kann man den Satz d) benutzen. Man 
kann aber auch zuerst die Bündelreihe konstruieren; sind A und 
B die gegebenen Ebenen, ai und a« zwei in A gelegene, ein- 
ander schneidende Gerade, so ist durch ai und die Ebene B, 
sowie durch ag und B je ein Bündel bestimmt. Nach 3. kann 
man die durch einen beliebigen Punkt y gehenden Strahlen Ci 
und C2 dieser Bündel leicht finden; die Ebene (cic«) gehört dem 
Büschel an. 

f) Haben zwei demselben Bündel der Reihe angehörende 
Strahlen einen Punkt gemein, so geht durch diesen Punkt ein 
Strahl, der allen Bündeln der Reihe angehört und in dem sich 
alle Ebenen des Büschels schneiden. 

Ist n der Schnittpunkt der Strahlen a' und b', so folgt un- 
mittelbar, dafs alle Strahlen des Bündels (a'b') durch 3t hindurch- 
gehen. Derjenige Strahl irgend eines andern Bündels der Reihe, 
der den Punkt Jt enthält, gehört zwei Bündeln der Reihe an und 
ist infolge dessen allen ihren Bündeln gemeinsam. 

g) Vier Bündel der Reihe haben ein festes Doppelverhältnis; 
d. h. das Doppelverhältnis der vier von demselben Punkte aus- 
gehenden Strahlen ist von der Wahl des Punktes unabhängig; 
auch die vier Strahlen, welche die vier Bündel der Reihe mit 
einem beliebigen fünften Bündel gemein haben, stehen in dem- 
selben Dpppelverhältnis. 

Gehen von zwei Punkten a und ß je vier Strahlen a^ a», 
a', a" und bi, b2, b', b' so aus, dafs die Strahlen ai und bi dem 
ersten, a» und bg dem zweiten, a' und b' dem dritten, a" und b' 
dem vierten Bündel angehören, so liegen die vier Strahlen des 
Punktes a in einer Ebene A und die vier Strahlen des Punktes ß 
in einer Ebene B. Wenn diese Ebenen nicht zusammenfallen, so 
sind die Strahlen ai, a^, a', a'' die Schnittlinien von A und die 
Strahlen b|, b2, b', b" die Schnittlinien von B mit denselben vier 
durch die Gerade aß gelegten Ebenen; demnach sind die Doppel- 
verhältnisse gleich. Für den Fall, dafs die Ebenen A und B 
identisch sind, nehme man einen nicht in dieser Ebene gelegenen 
Punkt hinzu. 



Abschlufs der projektiven Geometrie. 91 

Sind noch Ci, c», c', c" vier Strahlen eines der Reihe nicht 
angehörenden Bündels und liegen diese Geraden der Reihe nach 
in den vier gegebenen Bündeln, also auch in derselben Ebene C, 
so liegt der durch a gehende Strahl ao des neuen Bündels nicht 
in der Ebene A, aber mit jeder der vier Geraden Ci, Cj, c', c" 
in einer Ebene. Demnach sind die Strahlen ai, aa, a', a' die 
Schnittlinien von A und die Strahlen Ci, Cg, c', c' die Schnitt- 
linien von C mit vier durch die Gerade ao gelegten Ebenen; sie 
haben also dasselbe Doppelverhältnis. 

Auch die weiteren Sätze über Doppelverhältnisse übertragen 
sich unmittelbar. So giebt es, nachdem drei Bündel einer Reihe 
gegeben sind, in der Reihe stets einen und zwar einen einzigen 
Bündel, von der Art, dafs die vier Bündel ein vorgeschriebenes 
Doppelverhältnis haben. 

h) Liegen zwei Punkte a und ß in derselben Ebene eines 
Büschels und gehen für drei Bündel der zugehörigen Reihe durch 
a die Strahlen ai, a2, as, durch ß die Strahlen b|, bg, bs, so 
sind die Doppelverhältnisse (o/}, ai, a^, as) und (/9a, bi, b2, b») 
einander gleich. Wenn umgekehrt drei Bündel eine Ebene ge- 
mein haben und für zwei in dieser Ebene gelegene Punkte die 
angegebenen Doppelverhältnisse gleich sind, so gehören die Bündel 
einer Reihe an. 

Für den Beweis des ersten Teiles wende man den Satz g) 
auf die drei gegebenen und den durch die Gerade aß bestimmten 
Bändel der Reihe an. Um die Umkehrung zu beweisen, kon- 
struiere man in der durch die beiden ersten Bündel bestimmten 
Reihe denjenigen Bündel, der den Strahl as enthält; da dieser 
Bündel nach dem ersten Teile des Satzes auch den Strahl b^ ent- 
hält, ist er mit dem dritten gegebenen Bündel identisch. 

7. Den Strahlenbündel bezeichnen wir entweder durch meh- 
rere seiner Elemente, z. B. durch (ab), wenn a und b zwei seiner 
Strahlen sind, oder durch einen eingeklammerten griechischen 
Buchstaben. Diese Zeichen setzen wir mit anderen Zeichen zu- 
sammen; so soll a (Ji) den durch den Punkt a gehenden Strahl 
des Bündels (A) bezeichnen. Ebenso bedeutet (Jl) (ji) die Bündel- 
reihe, der die Bündel (Jl) und (ji) angehören. Ähnliche weitere 
Bezeichnungen werden im Zusammenhang sofort verständlich sein, 
bedürfen also wohl keiner Erklärung. 
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Dafs der Strahlenbündel durch zwei seiner Strahlen oder auch 
durch einen Strahl und eine Ebene bestimmt ist, wurde bereits 
oben erwähnt. Demnach läfst sich auch jeder Strahl eines Bun« 
deb konstruieren, sobald drei seiner Ebenen gegeben sind, von 
denen mindestens zwei einander schneiden. Wenn aber drei 
Ebenen des Bündels bekannt sind, von denen keine zwei eine 
Schnittlinie besitzen, dürfte die Konstruktion Schwierigkeit machen, 
falls man nur die in den Nummern 3 und 4 angegebenen Eigen- 
Schäften des Strahlenbündels benutzen will; dagegen gestatten die 
Sätze über den Ebenenbüschel eine einfache Lösung der Aufgabe. 
Sollen die Ebenen A, B, C einem Strahlenbündel angehören, so 
mufs dieser Bündel alle Ebenen des durch die Ebenen A und B 
bestimmten Büschels enthalten. Man lege also durch einen Punkt n 
der Ebene C die zum Büschel (AB) gehörende Ebene D. Der 
durch die Schnittlinie der Ebenen C und D und die Ebene A 
bestimmte Bündel enthält offenbar auch die Ebene B, genügt also 
der Aufgabe. Dafs es aber keinen weitern Bündel giebt, der die 
drei Ebenen A, B, C enthält, bedarf keines Nachweises; es ist ja 
vorausgesetzt, dafs die Ebenen keinem Büschel angehören. 

8. Drei Bündel, die nicht in einer Reihe liegen, können 
höchstens eine Ebene gemein haben, da die Bündel, welche einen 
Strahl oder zwei Ebenen gemeinschaftlich haben, einer Reihe an- 
gehören. Aus drei solchen Bündeln kann man unendlich viele 
weitere dadurch herleiten, dafs man jeden Bündel der aus zwei 
unter ihnen gebildeten Reihe mit dem dritten Bündel zu einer 
Reihe vereinigt. Die Gesamtheit der auf diese Weise erhaltenen 
Bündel nennen wir ein Bündelfeld. Bei der angegebenen Defi- 
nition wird einer der gegebenen Bündel vor den beiden andern 
bevorzugt; wnr wollen nachweisen, dafs die drei Bündel nicht 
nur unter einander, sondern auch mit drei beliebigen andern 
Bündeln des Feldes vertauscht werden können, wofern die letz- 
teren nur nicht einer Reihe angehören. Zu dem Ende benutzen 
wir folgenden Satz: 

Alle diejenigen Bündel eines Feldes, welche eine gegebene 
Ebene enthalten, bilden eine Bündelreihe. 

Gegeben seien die Bündel (Jl), (:?r), ((>). Aus den beiden 
letzten bilde man eine Reihe, vereinige jeden ihr angehörenden 
Bündel (ö) mit dem Bündel (Jl) zu einer neuen Reihe und suche 
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in jeder solchen Reihe denjenigen Bündel (<j'), der eine feste 
Ebene A enthält. Aus der Reihe (jr) (p) fügen wir einen vierten 
Bündel (t) bei, der nur der folgenden Bedingung genügt: Auf 
einem seiner Strahlen giebt es zwei Punkte a und ^ von der Art, 
dafs die durch sie hindurchgehenden Strahlen des Bündels (>l) die 
Ebene A schneiden; das geschehe in den Punkten d und /3'. Wie(ö') 
denjenigen Bündel der Reihe (2) (ö) darstellt, welcher die Ebene A 
enthält, so mögen auch die Bündel {p^\ (p), (r ) die Ebene A 
enthalten und bez. den Reihen (Jl) (jr), {X) ((>), (2) (r) angehören* 

Das Doppelverhältnis der vier Bündel (jr), (p), (o), (r) ist 
gleich dem ihrer von a ausgehenden Strahlen oder auch gleich 
dem der vier durch a {X) gelegten Ebenen, von denen jede einen 
dieser Strahlen enthält. Diese vier Ebenen schneiden aber die 
Ebene A in vier vom Punkte d ausgehenden und je einem der 
vier Bündel (jr'), (p), (ö'), (t) angehörenden Strahlen. Dieselbe 
Erwägung kann man für die Punkte j9 und ^' machen. Die vier 
vom Punkte d ausgehenden Strahlen der Bündel (jr'), ((>'), (ö'), 
(r') haben daher dasselbe Doppelverhältnis wie die entsprechenden 
durch den Punkt ^' gehenden Strahlen. Da der vierte dieser 
Strahlen beidemal die Gerade a'/9' ist, so bilden die von den zwei 
Punkten d und ^' ausgehenden Strahlen der Bündel (jr), (()'), 
(a') mit der Geraden (a'i?') gleiche Doppelverhältnisse und ge- 
hören somit (nach 6. h) einer Bündelreihe an. 

Aus dem hiermit bewiesenen Satze folgt sofort der folgende : 

Hat eine Bündelreihe mit einem Bündelfelde zwei Bündel 
gemein, so gehört sie ganz dem Felde an. 

Ist nämlich A eine Ebene, welche den beiden Bündeln ge- 
meinsam ist, so gehören alle Bündel des Feldes, welche die Ebene 
enthalten, einer Reihe an; da diese Reihe mit der gegebenen 
zwei Bündel gemein hat, mufs sie mit ihr identisch sein. 

Dieser Satz gestattet, das Bündelfeld in engen Zusammenhang 
mit dem gewöhnlichen Strahlenbündel zu bringen. Es seien (öi ), 
(dg), (Os) drei Bündel des Feldes, von denen wir nur voraus- 
setzen, dafs sie keinen Ebenenbüschel gemein haben. Von einem 
beliebigen Punkte a aus mögen die Strahlen ai, a2, ag ausgehen, 
von denen jeder dem mit gleicher Marke versehenen Bündel an- 
gehört. Lägen diese drei Strahlen in einer Ebene, so gehörten 
entweder die drei Bündel einer Reihe an, oder die Ebene wäre 
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den drei Bündeln gemeinsam. Der erste Fall ist von selbst aus- 
geschlossen, der zweite kann dadurch beseitigt werden, dafs man 
a aufserhalb der etwa vorhandenen gemeinsamen Ebene annimmt. 
Jetzt giebt es stets einen einzigen Bündel der Reihe, der einen 
durch a gelegten Strahl a enthält; der Bündel ist also durch 
diesen Strahl eindeutig bestimmt. Jeder durch a gelegten Ebene 
entspricht hierbei eine Bündelreihe. 

9. Die durchgeführten Entwicklungen führen sehr leicht zu 
folgenden Sätzen: 

a) Haben zwei Bündelfelder drei Bündel gemein, die nicht 
einer Reihe angehören, so sind sie identisch. 

b) Zwei Bündebreihen, die demselben Felde angehören, haben 
stets einen Bündel gemein. 

Die am Schlüsse der letzten Nummer erwähnte Abbildung 
führt den Satz darauf zurück, dafs zwei Ebenen, die einen Punkt 
gemein haben, sich in einer Geraden schneiden. 

c) Ein beliebiges Bündelfeld und eine nicht in ihr enthaltene 
Bündelreihe haben stets einen einzigen Bündel gemein. 

Dem Ebenenbüschel, welchen die Bündel der Reihe gemein- 
sam haben, mögen die Ebenen A und B angehören; in A wählen 
wir einen Punkt a, in B einen Punkt ß beliebig. Alle durch a 
in A gezogenen Geraden bestimmen eine dem Felde angehörende 
Bündelreihe; zu jedem einzelnen Bündel dieser Reihe gehört ein 
durch ß gehender Strahl, und die Gesamtheit dieser Strahlen liegt 
in einer Ebene B'. Schneiden die Ebenen B und B' einander in 
einer Geraden b und die Ebenen (aß) und A einander in a, so 
ist der durch die Geraden a und b bestimmte Bündel der Reihe 
und dem Felde gemeinschaftlich. 

d) Zwei Bündelfelder, die nicht zusammenfallen, haben eine 
Bündelreihe gemein. 

Im ersten Felde wähle man zwei Bündelreihen, die nur der 
Bedingung unterliegen, dafs der ihnen gemeinsame Bündel dem 
zweiten Felde nicht angehört. Da jede dieser Reihen mit dem 
zweiten Felde einen Bündel gemein hat, so liegt die durch diese 
Bjündel bestimmte Reihe in beiden Feldern. Ein weiterer Bündel 
kann beiden Feldern nicht angehören, ohne dafs sie identisch 
werden. 

e) Wenn zwei Strahlen eines dem Felde angehörenden Bündels 
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einen Punkt gemein haben und somit alle Strahlen dieses Bündeis 
durch den Punkt gehen, so läfst sich durch den Punkt eine Ebene 
legen, die allen Bündein des Feldes angehört; zugleich ist jeder 
Punkt der Ebene Mittelpunkt für einen Bündel des Feldes. 

Zwei (und damit alle) Strahlen des Bündels (o) mögen durch 
den Punkt Jt gehen. Man ziehe durch n die beiden Strahlen pi und p2, 
welche zu zwei anderen Bündeln (<J|) und (02) des Feldes ge- 
hören. Diese Strahlen können nicht zusammenfallen, ohne dafs 
die Bündel (0), (öi), (0^) einer Reihe angehören, was wir aus- 
schliefsen. Demnach haben die drei Bündel und somit alle Bündel 
des Feldes die Ebene (P1P2) gemein. Ist q ein anderer Punkt 
dieser Ebene und gehört der Punkt a ihr nicht an, so gehört 
die Gerade ag einem einzigen Bündel des Feldes an. Da diesem 
Bündel auch die Ebene (pip^)» ^Iso auch mindestens eine durch 
Q in dieser Ebene gezogene Gerade angehört, derselbe somit zwei 
durch Q gehende Strahlen enthält, so ist der Punkt q der Mittel- 
punkt dieses Bündels. 

10. Die durch die vorstehenden Entwicklungen gewonnenen 
Sätze beanspruchen ohne Zweifel hohes Interesse. Es zeigt sich 
nämlich, dafs alle Sätze über Punkte, Gerade und Ebenen ihre 
volle Gültigkeit behalten, wofern man den Punkt durch den 
Strahlenbündel, die gerade Punktreihe durch die Bündelreihe und 
das ebene Punktfeld durch das Bündelfeld ersetzt. Wenn dabei 
die neu gefundenen Sätze vor den allgemein bekannten an An- 
schaulichkeit zurücktreten, so wird dieser Mangel durch die volle 
Allgemeinheit der neuen Sätze reichlich aufgewogen. Denn die 
Sätze über den Schnitt von Ebenen und Geraden erleiden Aus- 
nahmen, da man von vornherein gar nicht weifs, ob ein Schnitt 
vorhanden ist. Dagegen gelten für die Strahlenbündel und die 
aus ihnen auf die angegebene Weise hergeleiteten Gebilde alle 
Sätze in voller Allgemeinheit. 

Hierbei ist wohl zu beachten, dafs die gewonnenen Sätze 
nur die Punkte, Geraden und Ebenen des fest begrenzten Be- 
reiches betreffen, der von Anfang an der Untersuchung zu Grunde 
gelegt war. Wofern eine Erweiterung über diesen Bereich aus- 
geschlossen ist, dürfen wir eine neue Bezeichnung einführen, durch 
welche die entwickelte Theorie noch enger mit den ersten Sätzen 
der Geometrie verknüpft wird. Wir nennen in diesem Falle 
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jeden Strahienbündei , dessen Strahlen einander nicht schneiden, 
einen »idealen oder uneigentlichen Punkt«; ebenso bezeichnen 
wir die Bündeireihe, deren Strahlenbündel keine Gerade gemein 
haben, als eine »ideale Gerade«, und das Böndelfeld, dessen Bündel 
keine gemeinsame Ebene besitzen, als eine »ideale Ebene«. Hier- 
nach enthält jede reelle Gerade auch ideale Punkte, die reelle 
Ebene neben reellen Geraden und Punkten auch ideale Gerade 
und Punkte. Indem wir diese Ausdrücke benutzen, gewinnt der 
Ausspruch der Sätze an Einfachheit und Leichtigkeit, und alle 
Sätze gelten in voller Allgemeinheit: je zwei Ebenen haben eine 
Gerade, irgend zwei Gerade, die in einer Ebene liegen, einen 
Punkt gemeinschaftlich. 

Noch berechtigter ist die Einführung der idealen Gebilde, 
wenn man für den Raum als Ganzes die Voraussetzung macht, 
dafs zwei Ebenen höchstens eine Gerade, zwei Gerade derselben 
Ebene höchstens einen Punkt gemeinschaftlich haben, ohne dafs 
man annimmt, zwei Ebenen besäfsen jedesmal eine Schnittlinie. 
Demnach wird die Lobatschewskysche Geometrie die idealen Ge- 
bilde noch weniger entbehren können als die Euklidische. 

Wenn man aber ein endliches Gebiet, für das unsere Voraus- 
setzungen gelten, unbegrenzt erweitert, so ist es tiicht ohne Be- 
denken, die angegebene Ausdrucks weise zu benutzen. Bei diesem 
Prozefs gehen offenbar ideale in wirkliche Punkte über. Will 
man aber den Strahlenbündel als Ersatz für einen Punkt ansehen, 
so mufs man die Voraussetzung machen, dafs die Strahlen und 
Ebenen eines Bündels auch bei Erweiterung des Gebiets nur einen 
einzigen Punkt gemein haben, und dafs durch den Schnittpunkt 
von irgend zwei Strahlen eines Bündels alle seine Strahlen und 
Ebenen hindurchgehen. Keine dieser Annahmen ist aber not- 
wendig. 'Schon die Riemannsche Raumform zeigt, dafs die 
Strahlenbündel auch zwei Mittelpunkte besitzen können. Auch 
ist es, wie der vierte Abschnitt gelehrt hat, ganz wohl möglich, 
dafs zwei Strahlen eines Bündels sich in einem Punkte treffen, 
durch den seine übrigen Strahlen nicht hindurchgehen. Wollte 
man also von vornherein von idealen Gebilden sprechen, so würde 
es nicht möglich sein, die verschiedenen Möglichkeiten aufzu- 
finden, die sich bei Erweiterung des Gebietes herausstellen. Dem- 
nach mufsten wir auch bei den vorangehenden Entwicklungen 
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die schwerfällige Ausdrucksweise beibehalten und durften nicht 
sofort die idealen Punkte, Geraden und Ebenen einführen. 

11. Zum Schlufs noch folgende Bemerkung. Statt die idealen 
Gebilde, wie hier geschehen ist, auf einem synthetischen Wege 
einzuführen, kann man auch durch analytische Betrachtungen zu 
ihnen gelangen. Wie mehrfech erwähnt ist, kann man die Lage 
eines jeden Punktes, der dem abgegrenzten Raumteil angehört, 
durch das Verhältnis von vier Zahlen xo, Xi, X|, X3 derartig be- 
stimmen, dafs die Gleichung jeder Ebene homogen linear in den 
Koordinaten ist. Wenn jetzt dem Wertquadrupel (xo, Xt, x», xg) 
kein Punkt des Raumteiles entspricht, so wollen wir es als einen 
idealen Punkt bezeichnen. Zudem wollen wir sagen, irgend ein 
Gebilde enthalte einen idealen Punkt, wenn die Gleichung des 
Gebildes durch Einsetzen der entsprechenden Koordinatenwerte 
befriedigt wird. Hiernach weist man leicht nach, dafs für die 
Gesamtheit der durch einen Punkt gehenden Geraden und Ebenen 
stets dieselben Gesetze gelten, mag der Punkt reell oder ideal 
sein. Man erhält somit auch Strahlenbündel, die keinen reellen 
Mittelpunkt besitzen, und kann einen solchen (d. h. die dem ab- 
gegrenzten Raumteile angehörenden Ebenen und Strahlen des- 
selben) als Ersatz für den Mittelpunkt betrachten. 

Ebenso kann man festsetzen, dafs für veränderliche Gröfsen 
u und v durch die Gleichungen 

xx = axM + bx V (jc = 0, 1, 2, 3) 

stets eine gerade Linie und durch jede homogene lineare Gleichung 
zwischen xo, xi, xg, xs stets eine Ebene dargestellt werden soll. 
Dann mufs eine Gerade oder Ebene, deren sämtliche Punkte ideal 
sind, selbst als ideal bezeichnet werden. Diese Festsetzungen 
gestatten, die in diesem Paragraphen synthetisch hergeleiteten 
Sätze mit grofser Einfachheit auf analytischem Wege zu beweisen. 

§ 3. 
Der projektive Baum als Ganzes. 

1. Wie wir gesehen haben, ist es am passendsten, sich bei 
der Untersuchung des projektiv^i Raumes zunächst auf ein end- 
liches, allseits begrenztes Gebiet zu beschränken. Dann gelten, 
wie die Voraussetzungen, so auch die Resultate zuvörderst nur 

Killlnff, Grundlagen der Geometrie. II. 7 
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für diesen Bereich. Man setze jetzt für ein zweites Gebiet, das 
zum Teil mit dem gegebenen zusammenfällt, zum Teil über 
dasselbe hinausgeht, dieselben Gesetze voraus und nehme an, dafs 
in dem beiden Gebieten gemeinsamen Teile auch die sämtlichen 
Geraden und Ebenen zusammenfallen. In derselben Weise kann 
man fortfahren und dadurch den Raum als Ganzes bestimmen. 
Einem solchen Räume wird man Projektivität beilegen müssen, 
weil sich um jeden seiner Punkte ein Bereich abgrenzen läfst, für 
den unsere Voraussetzungen und demnach auch alle unsere Fol- 
gerungen gültig sind. Im übrigen werden sich aber ganz ver- 
schiedene Fälle als möglich herausstellen. Um diese klassifizieren 
zu können, ist es gut, eine Raumform zu Grunde zu legen, in 
der besonders einfache Gesetze gelten und die deshalb vielfach 
allein als der projektive Raum bezeichnet wird. 

2. Für diese Raumform gilt das Gesetz, dafs irgend zwei 
Gerade, die in einer Ebene liegen, sich schneiden, und zwar 
jedesmal in einem einzigen Punkte. Es kommt dies darauf hinaus, 
im Anschlufs an den vorigen Paragraphen jedem Strahlenbündel 
einen, und zwar einen einzigen Mittelpunkt beizulegen und die 
Forderung beizufügen, dafs irgend zwei Strahlen eines Bündels 
nur den Scheitel gemein haben. Dafs diese Forderungen erfüllbar 
sind, leuchtet ohne jeden Beweis ein, namentlich, wenn man die 
im vorigen Paragraphen bewiesenen Sätze berücksichtigt; die dort 
eingeführten idealen Gebilde verdienen diesen Namen nur für 
den zuvörderst ausgewählten Bereich; für den Raum als Ganzes 
sind sie aber reell. Hierbei bleiben die beiden ersten Voraus- 
setzungen des § 1 für jeden Raumteil und für den Raum als 
Ganzes in Gültigkeit. Nur die dritte Voraussetzung mufs auf- 
gegeben werden; denn die Ebene führt keine Zerlegung des 
Raumes herbei, wie man auf dieselbe Weise nachweist, in der 
man die Richtigkeit desselben Satzes für die Polarform des Rie- 
mannschen Raumes erkennt (B. 1. S. 68 unten). Um diese 
Raumform analytisch darzustellen, setzen wir fest, dafs jedem 
Verhältnis der vier Werte xo, Xi, X2, xs ein Punkt, und zwar 
ein einziger Punkt entspricht. 

Um die Existenz dieser Raumform zu erkennen, kann man 
auch bei der Polarform des Riemannschen Raumes (dem Kleinschen 
Räume) von den metrischen Eigenschaften absehen und nur die 
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projektiven berücksichtigen. Da es Staudt zuerst möglich geworden 
ist, durch Einführung der idealen Gebilde die euklidische Raum- 
form als einen Raum der hier betrachteten Art darzustellen, möchte 
es angebracht sein, diese projektive Raumform als eine Staudtsche 
zu bezeichnen. 

3. Eine zweite Raumform, die wir hier erwähnen möchten, 
ist dadurch charakterisiert, dafs alle Strahlenbündel zwei Mittel- 
punkte haben, und dafs sich irgend zwei seiner Strahlen nur in 
diesen beiden Punkten schneiden. Sie entspricht der Riemann- 
schen Raumform. Alle geraden Linien, die von einem Punkte 
ausgehen, enthalten noch einen zweiten Punkt, den Gegenpunkt 
des ersten. Zwei Ebenen haben stets eine Gerade, zwei in der- 
selben Ebene gelegene Gerade stets zwei Punkte gemein. Durch 
zwei Punkte, die nicht Gegenpunkte von einander sind, kann 
immer eine einzige Gerade gelegt werden; ebenso ist eine Ebene 
durch eine Gerade und einen ihr nicht angehörenden Punkt be- 
stimmt. Während hier die zweite Voraussetzung insoweit ge- 
ändert wird, als zwei Gerade, die in einer Ebene liegen, zwei 
Punkte gemein haben, bleibt die dritte Voraussetzung ungeändert, 
da der Raum durch die Ebene zerlegt wird. Dafs diese Raum- 
form als projektivisch bezeichnet werden mufs, ersieht man daraus, 
dafs man auf die verschiedenste Weise ein Gebiet abgrenzen kann, 
welches zu keinem seiner Punkte den Gegenpunkt enthält; für 
ein solches Gebiet gelten aber unsere Voraussetzungen. 

Die analytische Behandlung dieses Raumes wird besonders 
einfach, wenn man zwischen den vier veränderlichen Gröfsen Xo, 
xi, X2, X3 die Relation festsetzt: 

(1) x2+xf +x|+xi = l, 
und jedem Wertsysteme, das dieser Gleichung genügt, einen Punkt 
zuordnet. Dann entsprechen jedem Verhältnis der vier Koordi- 
naten zwei Wertsysteme Xo, Xj, X2, xs, also auch zwei Punkte, 
die Gegenpunkte von einander sind. Die Ebene wird wieder 
durcVi eine homogene lineare Gleichung zwischen den Koordinaten 
dargestellt. 

4. Um jetzt einen beliebigen projektiven Raum zu unter- 
suchen, bilden wir denjenigen Raumteil, von dem wir ausgegangen 
sind, kollinear auf einen Staudtschen Raum ab. Erweitern wir 
das Gebiet des zu untersuchenden Raumes, so dehnt sich auch 

*, - * '' -. ^ "" •• 
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der Bereich des Bildraumes aus. Unsere erste Frage betrifft dem- 
nach den Bereich, den wir im Staudtschen Räume durch Abbildung 
des projektiven Raumes erhalten. Offenbar giebt es in dieser 
Beziehung drei Möglichkeiten: 

erstens können wir durch die Abbildung zu jedem Punkte 
des Staudtschen Raumes gelangen; 

zweitens haben wir keinen Raumteil, sondern nur einzelne 
Flächen, Linien und Punkte auszuschliefsen, und 

drittens umfafst das Bild nur einen Teil des Staudtschen 
Raumes. Da jeder erreichbare Punkt des Raumes innerhalb 
eines Gebiets liegen soll, für das unsere Voraussetzungen gelten, 
so müssen wir auch diejenigen Punkte als unerreichbar betrachten, 
die den auf der Grenze des Bildraumes gelegenen Punkten ent- 
sprechen. 

Da wir in beiden Räumen entsprechenden Punkten dieselben 
Koordinatenwerte beilegen dürfen, so lassen sich die eben ange- 
gebenen Möglichkeiten auch in folgender Weise charakterisieren : 
entweder gehört zu jedem Wertsystem der Koordinaten ein er- 
reichbarer Punkt, oder man erreicht alle Koordinatenwerte mit 
Ausnahme derjenigen, welche gewissen Gleichungen genügen, 
oder drittens die Gesamtheit der Wertsysteme zerfällt in zwei 
getrennte Mannigfaltigkeiten, von denen nur die eine zu erreich- 
baren Punkten gehört, während die andere Mannigfaltigkeit, zu 
der man auch die gegenseitige Grenze rechnet, wirklichen Punkten 
nicht zugeordnet ist. Wenn nur eine einzelne Fläche ausgeschlossen 
ist, so darf sie natürlich den Raum nicht zerlegen, weil im andern 
Falle mit der Fläche auch der eine Raumteil auszuschliefsen ist. 
Im übrigen ist die Willkür in der Festsetzung der Grenze überaus 
grofs; wir begnügen uns, folgende besonders einfache Falle zu 
erwähnen: 

a) Das Bild umfafst den ganzen Staudtschen Raum; zu jedem 
Verhältnis der Koordinatenwerte gehört ein erreichbarer Pubkt; 

b) Die erreichbaren Punkte bilden sich im Staudtschen Räume 
auf das Innere eines Tetraeders ab; da es möglich ist, die zu- 
nächst eingeführten Koordinaten durch beliebige lineare Funktionen 
derselben zu ersetzen, so dürfen die Grenzflächen die Gleichungen 
xo = 0, xi = 0, X2 = 0, X3 aa besltzeu; wählen wir auch den 
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Einheitspunkt im Innern des Tetraeders, so sind für alle erreich- 
baren Punkte die sämtlichen Verhältnisse Xo : Xi : X2 : X3 positiv; 

c) die Gesamtheit der erreichbaren Punkte bildet sich aut 
das Innere einer Fläche zweiter Ordnung ab, oder für die Koordi- 
natenwerte dieser Punkte gilt die Beziehung: 

«oxj -f «ixf + agxf + «3x2 > 0. 

d) bei der Abbildung wird eine Ebene ausgeschlossen; allen 
Wertsystemen mit Ausnahme derer, für welche x© = ist, ent- 
sprechen erreichbare Punkte; 

e) allen Punkten der Staudtschen Raumform mit Ausschlufs 
der in zwei windschiefen Geraden gelegenen entsprechen erreich- 
bare Punkte; die Wertsysteme x^ = xi = und die Wertsysteme 
X2 = Xs = sind auszuschliefsen; 

f) nur dem Wertsystem xi = X2 = x» = ist kein erreich- 
barer Punkt zugeordnet. 

5. Wenn bei der angegebenen Abbildung jedem Punkte der 
Staudtschen Raumform ein Punkt des zu untersuchenden Raumes 
entspricht, so haben wir uns zu fragen, ob nicht jedem Punkte 
des ersten mehrere Punkte des zweiten zugeordnet werden können. 
Denken wir uns z. B. eine gerade Linie des Bildraumes, so müssen 
wir ihren Punkten in stetiger Folge Punkte des abgebildeten 
Raumes zuordnen; aber es fragt sich, ob man im letzten Räume 
wieder zum Ausgangspunkte zurückgelangt, wenn man im Staudt- 
schen Räume die gerade Linie einmal vollständig durchlaufen hat. 
Mit anderen Worten: Wenn jedem Wertsystem xo : xi : X2 : X3 
ein Punkt zugeordnet ist, so kennen wir doch die Zahl der 
Punkte noch nicht, welche den einzelnen Wertsystemen ent- 
sprechen. Es scheint, als ob man jedem Wertsysteme beliebig 
viele Punkte (in endlicher oder unendlicher Anzahl) zuordnen 
könne, wofern diese Zahl, wenigstens im allgemeinen, dieselbe ist. 

Hierbei ist noch die Möglichkeit zu beachten, dafs demselben 
Koordinaten -Quadrupel zuweilen erreichbare und zuweilen un- 
erreichbare Punkte entsprechen. So ist es gestattet festzusetzen, 
dafs allen Wertsystemen der Variabein zwei Punkte entsprechen, 
dafs aber dem System xi = X2 = X3 = nur das eine Mal ein 
erreichbarer Punkt zugeordnet ist; mit arideren Worten, man 
nimmt an, dafs jedem Quadrupel, welches der Gleichung (1) 
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genügt, ein Punkt zugeordnet ist, mit Ausnahme des Wertsystems 
( — 1, 0, 0, 0), dem kein Punkt entsprechen soll. 

Wenn bei der angegebenen Abbildung die erreichbaren Punkte 
einem begrenzten Räume, etwa dem Innern einer Fläche, eines 
Tetraeders u. dgl. entsprechen, so hat es keinen Zweck, die 
Fortsetzung des Raumes durch uneigentliche Punkte hin zu ver- 
folgen. 

6. An dritter Stelle haben wir uns die Frage vorzulegen, 
ob verschiedenen Punkten der Staudtschen Raumform derselbe 
Punkt des abgebildeten Raumes entsprechen kann, oder mit an- 
deren Worten, ob es möglich ist, demselben Punkte verschiedene 
Wertsysteme Xo : Xi : xg : xs und yo ^ yi ^ ya * y« zuzuordnen. 
Damit um jeden Punkt ein Gebiet sich abgrenzen läfst, für das 
die aufgestellten Voraussetzungen gelten, müssen zwischen den 
beiden Wertsystemen mindestens drei Gleichungen bestehen. Eine 
gröfsere Anzahl von Gleichungen ist natürlich nicht ausgeschlossen; 
da aber die Klassifizierung der möglichen Fälle nicht einfach sein 
dürfte, wollen wir hier nur den Fall näher betrachten, wo aus 
jedem Wertsystem der Variabein durch drei Gleichungen ein neues 
Wertsystem hergeleitet wird, das denselben Punkt darstellt. 
Offenbar müssen die Gleichungen sowohl in den Werten xo, xi, 
xa, X3 wie in den Werten yo, yi, yg, ys homogen sein; demnach 
können wir unter Einftihrung eines Proportionalitäts-Faktors q die 
Bedingungsgleichungen in der Form schreiben: 

(>yo = ^o(xo...x8), ()yi = ^1 (xo-xj), (>y2 = ^2 (X0...X3), ()ys =* ^S (Xo-Xs), 
wo die Funktionen ^0 - - - 9>s homogen in den Variabein sind. 
Wenn hier zwischen den Variabein yo . . . ys eine homogene 
Gleichung ersten Grades besteht, so gehören die entsprechenden 
Punkte einer Ebene an; ersetzt man die Variabein y durch die 
Werte x, die sich aus den aufgestellten Gleichungen ergeben, so 
müssen auch die letzteren einer linearen Gleichung genügen. Das 
ist nur möglich, wenn die vier Funktionen 9)0 . . . 9>3 vom ersten 
Grade sind, die Bedingungsgleichungen also die Form haben: 

(2) pyo = -S^aoxXx . . . pya = -SagxXx. 

X X 

Die Auffindung der Bedingungen, denen die Koefficienten in 
diesen Substitutionen genügen müssen, stützt sich auf Erwägungen, 
die bereits im vierten Abschnitt durchgeführt sind. Vor allem 
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darf weder die Substitution (2) noch irgend eine, die man aus 
ihr durch Wiederholung herleitet, es unmöglich machen, um jeden 
Punkt einen der Forderungen der Projektivität genügenden Bereich 
abzugrenzen. Ebensowenig darf die Grenze der erreichbaren 
Punkte durch die Substitution (2) geändert werden. Wenn also 
z. B. die vorgelegte projektive Raumform im Staudtschen Räume 
sich auf das Innere eines Tetraeders abbildet qnd die Seitenflächen 
zu Koordinaten-Ebenen gewählt werden, so müssen in den Glei- 
chungen (2) alle KoeflScienten Zix verschwinden, für welche die 
Marken i und x ungleich sind. Ist das Grenzgebilde die Ebene 
Xo = 0, so geht (po in Xo über. Wofern endlich nur das Wert- 
system xi = X2 — X3 = einen idealen Punkt darstellt, mufs 
aio = ago = aso = sein. 

Noch in anderer Weise übt die Grenze der erreichbaren 
Punkte einen Einflufs auf die Koefficienten in den Gl. (2) aus. 
Die Gleichungen (2) liefern gewisse Wertsysteme, für welche 
yo : yi : y2 : ys = Xo : Xi : x» : X3 ist. Ist eines derselben reell, 
so darf es keinen erreichbaren Punkt darstellen, weil im andern 
Falle, wie wir im vierten Abschnitt gezeigt haben, um diesen 
Punkt in jedem noch so kleinen Bereich der Schnitt zweier Ebenen 
aus mehreren geraden Linien bestehen würde (B. 1 S. 321). 

Sobald demnach die Grenze der Raumform bekannt ist, lassen 
sich ohne Mühe die Bedingungen angeben, denen die Koefficienten 
in den Gleichungen (2) genügen müssen, damit die durch diese 
Gleichungen verbundenen Wertsysteme geeignet sind, denselben 
Punkt darzustellen. Wird eine solche Substitution durch die 
Gleichungen (2) gegeben, so liefert die Wiederholung dieser und 
der aus ihr durch Inversion erhaltenen Substitution eine endliche 
oder unendliche Zahl von Wertsystemen, die zu demselben Punkte 
gehören, und zwar wird diese Zahl endlich sein, wenn die ge- 
gebene Substitution durch eine endliche Zahl von Wiederholungen 
in die identische Substitution übergeht. Nun ist es möglich, dafs 
derselbe Punkt jedesmal noch durch andere Wertsysteme z dar- 
gestellt wird, welche mit den Gröfsen x durch die Gleichungen 
verbunden sind: 

Zof = ^ hax^x» 

X 

Natürlich müssen dann nicht nur die Koefficienten hax den soeben 
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charakterisierten Bedingungen genügen, sondern es mufs auch jede 
Substitution, die man aus beiden nach beliebiger Wiederholung 
durch Kombination herleiten kann, die gleiche Eigenschaft be- 
sitzen. 

Eine Reihe von Möglichkeiten leitet man aus den im vierten 
Abschnitt behandelten Beispielen durch projektive Umgestaltung 
her; einen solchen Fall möchten wir im folgenden selbständig 
entwickeln. 

7. Wir nehmen an, dafs zu jedem Wensystem ein, und zwar 
ein einziger Punkt gehört. In diesem Falle dürfen die Gleichungen 
yo : yi : y« : ya = Xo : xi : x« : X3 oder die Gleichungen 

QXa = -T ZaxXx 

X 

keine reelle Lösung besitzen. Sobald dieser Bedingung genügt 
ist, kann man durch Einführung neuer Variabein die Gleichungen (2) 
in die Form bringen: 

pyo == oxo — ^xi 

(3) ^^* ~ ^^ "^ "^^ 
Qyt = 7x2 — rfxs 

()y3 — dx2 + 7x3. 

Setzt man hier: a = k cos jm, ^ = ksin//, 7 = lcosr, d = lsinr, 
so gehen bei Wiederholung dieset Substitution die Gröfsen k 
und 1 in k** resp. 1", fi und v in n^ resp. v(i über. Wenn die 
hier benutzte Gröfse fi in einem irrationalen Verhältnis zu der 
Zahl jr (== 3, 14 . . .) steht, so kann man für ganzzahlige Werte 
von p und q die Werte qfi und 2pjc beliebig nahe an einander 
bringen, ohne dafs sie gleich werden. Man kann also von jedem 
Punkte der Linie x^ = x$ = Gerade ziehen, die in einem be- 
liebig ausgewählten Bereich zwei Punkte gemein haben. Demnach 
ist dieser Fall auszuschliefsen. Die Zahlen fi und jt müssen also 
in einem rationalen Verhältnis stehen, oder man kann zwei ganze 
Zahlen m und n bestimmen, für die nfi = 2mji ist. Dann erhält 
die Substitution (3), (n — l)-mal wiederholt, nach Division durch 
k™ eine Form, die aus (3) hervorgeht, wenn man a = 1, ß = 
setzt. Da hier für xj = xj = allgemein y« = x« ist, genügt 
diese Substitution den aufgestellten Bedingungen nur, wenn diese 
Substitution in die identische übergeht, wenn also auch y = 1, 
6 = ist. Indem man dieselbe Betrachtung unter Vertauschung 
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der Gröisen (i und v anstellt, erkennt man, dafs (i ^^ v sein mufs. 
Nun darf man die sämtlichen Transformations-Koefficienten durch 
dieselbe Zahl dividieren und die gegebene Substitution durch irgend 
eine andere ersetzen, die aus ihr durch Wiederholung hervorgeht, 
wofern nur durch Wiederholung der letzteren die gegebene er- 

2jr 

halten werden kann. Demnach darf man « = v = cos — , 

n 

^ ^ (f SB sin — annehmen, und dann stellen die Gleichungen (3) 

eine Transformation des Staudtschen Raumes dar, bei welcher 
jeder Punkt in einer bestimmten geraden Linie verbleibt und alle 
dadurch erhaltenen Geraden ihre Lage nicht ändern. (Diese 
Geraden bilden, wie beiläufig erwähnt werden möge, eine lineare 
Kongruenz mit imaginären Direktricen.) 

Um die Art der hierdurch erhaltenen Zuordnung noch deut- 
licher zu übersehen, gehen wir von zwei windschiefen Geraden 
aus und setzen auf folgende Weise eine projektive Beziehung 
zwischen den Punkten der beiden Geraden fest. Man mache eine 
dritte Gerade, welche mit keiner der beiden Geraden in einer 
Ebene liegt, zur Achse eines Ebenenbüschels und lasse diejenigen 
Punkte der Geraden einander entsprechen, in denen sie von der- 
selben Ebene des Büschels geschnitten werden. Hierauf führe 
man eine projektive Zuordnung der Punkte der ersten Geraden 
ein, bei der kein Punkt sich selbst entspricht, und die geeignet 
ist, nach einer gewissen endlichen Zahl von Wiederholungen 
jeden Punkt sich selbst zuzuordnen. Vermittelst der projektiven 
Beziehung, die zwischen den beiden Geraden besteht, überträgt 
man diese Zuordnung auf die zweite Gerade: sind nämlich a 
und a zwei Punkte der ersten, ß und ß' zwei Punkte der zweiten 
Geraden, entspricht infolge der ersten Zuordnung der Punkt ß 
dem Punkte a, der Punkt /?' dem Punkte d und ist d zu a zu- 
geordnet, so soll auch der Punkt ß' zu ß zugeordnet sein. Bei 
einer kollinearen Zuordnung des Staudtschen Raumes zu sich 
selbst, bei der die Punkte jeder von diesen beiden Geraden in 
der angegebenen Weise auf einander bezogen sind, giebt es eine 
zweifach unendliche Schar von Geraden, von denen jede sich 
selbst zugeordnet ist. Jetzt kann man eine Raumform dadurch 
bestimmen, dafs man allen auf diese Weise einander zugeordneten 
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Punkten des Staudtschen Raumes jedesmal einen einzigen Punkt 
zuweist. 

Das gefundene Resultat zeigt sehr grofse Ähnlichkeit mit dem 
Satze, den wir über das Zusammenfallen von Punkten einer 
elliptischen Raumform gefunden haben (B. 1. S. 343); nur sind 
bei den projektiven Raumformen zwei Gerade willkürlich, während 
die Metrik verlangt, mit einer Geraden alle Geraden einer von 
zwei ganz bestimmten Scharen zu verbinden; auch besteht für 
die Zuordnung der Punkte der einzelnen Geraden im projektiven 
Räume eine gröfsere Willkür. 

8. Vergleichen war die vorstehenden Untersuchungen (Nr. 6 
und 7) mit denen des vierten Abschnitts, so finden wir, dafs die 
Bedingungen, unter denen verschiedene Koordinatenwerte geeignet 
sind, denselben Punkt darzustellen, im projektiven Räume wesent- 
lich denselben Gesetzen unterliegen wie in einem metrischen, 
dafs aber, wofern nicht die Grenzgebilde besondere Beschränkungen 
herbeiführen, für den projektiven Raum in dieser Hinsicht eine 
gröfsere Mannigfaltigkeit möglich ist.*) Diese Thatsache findet 
darin ihre Erklärung, dafs es in einem projektiven Räume genügt, 
um jeden Punkt ein Gebiet abgrenzen zu können, in welchem 
sich zwei gerade Linien höchstens in einem Punkte schneiden, 
während für Räume metrischen Charakters die Forderung hinzu- 
kommt, dafs diese Eigenschaft durch keine Bewegung aufgehoben 
werden darf. Nun läfst sich jede Zuordnung, welche durch Be- 
wegung vermittelt wird, durch eine projektive Transformation 
darstellen, und die Gesamtheit der allen möglichen Bewegungen 
entsprechenden Transformationen bildet in dem später zu erläu- 
ternden Sinne eine Gruppe. Demnach können wir sagen: In 
jedem metrischen Räume liefern die Transformationen einer be- 
stimmten Gruppe, auf einen gewissen Bereich angewandt, stets 
eindeutige Resultate. Macht man diese Forderung für den pro- 
jektiven Raum, so erhält man gleiche Gesetze wie für den ent- 
sprechenden metrischen Raum, wofern nur die Grenze beidemal 
durch dieselben Gleichungen dargestellt wird. Hiernach drängt 

*) Der hier erwähnte Einflufs der Grenzgebilde bewirkt, dafs die Be- 
dingungen, unter denen derselbe Punkt mehreren Koordinatenwerten entspricht, 
in einem projektiven Räume, dessen Grenze eine ungeradlinige Fläche zweiter 
Ordnung ist, genau dieselben sind wie in einer hyperbolischen Raumform. 
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sich die Frage nach den Bedingungen auf, unter denen dasselbe 
für alle projektiven Transformationen gilt, oder es stellt sich uns 
die Aufgabe dar: 

Nachdem ein gewisser Raumteil abgegrenzt ist, in welchem 
zwei Ebenen höchstens eine Gerade, zwei Gerade höchstens einen 
Punkt gemein haben, wird verlangt, dafs jede kollineare Zuordnung, 
auf diesen Raumteil angewandt, eindeutig ist, so dafs, wenn mit 
ihm ein anderer Raumteil kollinear verwandt ist, jedem Punkte 
des einen stets ein einziger Punkt des andern entspricht. 

Um zu erkennen, welche Raumformen unter dieser Voraus- 
setzung möglich sind, benutzen wir ein Koordinatensystem, dessen 
vier Eckpunkte in dem zu Grunde gelegten Raumteile liegen. 
Jetzt betrachten wir das Resultat der Transformationen: 

t 
(4) yo : yi : 72 : ys = e Xo : xi : X2 : Xg, 

wofern dem Parameter t alle reellen Werte beigelegt werden 
dürfen. Hierbei bleibt jeder Punkt der Ebene xo = ungeändert, 
und jede Gerade und Ebene, die durch den Punkt xi =Xi=X3=0 
geht, wird in sich verschoben. Da in dem abgegrenzten Gebiete 
Punkte liegen, für welche die Verhältnisse xi : xg : X3 alle mög- 
lichen Wertsysteme besitzen, demnach bei unbeschränkter Ver- 
änderlichkeit von t alle Werte der Verhältnisse yo • yi : y2 •" ys 
erhalten werden, so sind wir genötigt, jedem Koordinaten-Qua- 
drupel einen erreichbaren Punkt zuzuordnen. Auch kann derselbe 
Punkt nicht durch verschiedene Quadrupel dargestellt werden; 
denn wenn die Quadrupel (yo, yi, y«, y») und (yo', yi', y«', ys) 
zu demselben Punkte gehörten, so müfste dasselbe für die beiden 
Quadrupel 

— t — t 

(e yo, yi, y«, y.O und (e yo', yi', y«' ys) 

gelten, da die Transformation (4) eindeutige Resultate liefern 
soll. Nun kann man aber der Variabein t einen solchen Wert 
geben, dafs die Punkte, welche durch die beiden letzten Qua- 
drupel dargestellt sind, innerhalb des zu Grunde gelegten Gebietes 
liegen; da diese beiden Punkte verschieden sind, wofern die vier 
Koordinaten nicht dasselbe Verhältnis haben, können auch die 
beiden ersten Punkte nicht zusammenfallen. 

Nur für die Punkte der Ebene xo ==» können diese Schlüsse 
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nicht gezogen werden. Man kann aber irgend ein anderes Ko- 
ordinaten-Tetraeder benutzen, dessen Eckpunkte ebenfalls in dem 
Anfangsgebiete liegen, und dadurch die allgemeine Gültigkeit der 
Schlüsse erweisen. Zu dem Zwecke genügt es, in den Glei- 
chungen (4) die Marke mit einer andern Marke zu vertauschen, 
oder wenn man lieber will, die Ebenen xi = 0, xg = 0, 
X3 = beizubehalten und die Ebene xo = durch eine Ebene 
xo + aiXi + ajX2 + asXs =0 zu ersetzen. 

Um zu erkennen,' wieviel Punkte einem jeden Koordinaten- 
Quadrupel zugeordnet werden können, transformieren wir eine 
Ebene, die wir etwa zur Ebene xo = wählen, so in sich, dafs 
eine Gerade in sich verschoben wird und ein ihr nicht ange- 
hörender Punkt in Ruhe bleibt. Es seien 

aiXi + b,x, -f- C1X3 = 

a2Xi 4- b«X2 + C2X3 = 
die Gleichungen zweier durch den ruhenden Punkt gelegter 
Geraden, ferner 

asXi 4" bsXj + C3X3 = 
die Gleichung der in sich verschobenen Geraden; man setze 
_ aiXi + biX2 + C1X3 ^ _ a2Xi + b g x, + C2X3 
^ ~ asxi H- bsxi + C3X3' ^' a3Xi -f bsXg + C3X3 
und wähle g', tj' als die entsprechenden Funktionen von xi', X2',X3'. 
Dann soll die Beziehung zwischen xi', X2^', X3' und Xi, X2, xg 
sich aus den Gleichungen ergeben: 

(5) g' = g cos g) — Tj sin 9), ?/ = ^sin q) -\- t] cos gp, 
wo die Gröfse g) als variabel vorausgesetzt wird. Sobald diese 
Variabele den Wert 2jt erhält, wird §' = §, 7= ^ und somit 
Xi' : X3' = Xi : xs, X2' : X3' = Xg 1x3. Da der eine Eckpunkt des 
Dreiecks seine Lage beibehalten hat, so kehren für tp = 2jt die 
Punkte einer jeden von diesem Punkte ausgehenden Geraden und 
somit alle Punkte in ihre Anfangslage zurück. Nun ist die dritte 
Gerade in sich verschoben; die stetige Folge der Transformationen, 
welche aus (5) erhalten werden, wenn man den Parameter q> 
alle Werte von null bis 2jt annehmen läfst, nötigt also jeden 
Punkt dieser Geraden, die ganze Linie ein- oder mehrmals zu 
beschreiben. 

Nun wird für die Punkte dieser Linie bereits, wenn man 
g) = X setzt, Xi' : X3' = xi : x$ und X2' : X3' = X2 : X3. Ver- 



Abschlufs der projektiven Geometrie. 109 

schieben wir also eine Gerade in sich, d. h. transformieren wir 
ihre Punkte stetig in der Weise, dafs die Koordinaten alle für 
die Punkte der Geraden geeigneten Wertsysteme annehmen, so 
mufs der Punkt in seine Anfangslage zurückkehren, sobald seine 
Koordinaten zum zweiten Male die Anfangswerte erreichen. 

9. Allen diesen Forderungen genügen die beiden Raum- 
formen, die wir im Anfange dieses Paragraphen betrachtet haben. 
Denn erstens werden allen Wertsystemen (xo : Xi : Xg 1x3) Punkte 
zugeordnet, und zweitens können niemals Punkte identisch sein, 
die zu verschiedenen Wertsystemen gehören. Dafs auch die zu- 
letzt gefundene Bedingung durch die beiden Raumformen befriedigt 
wird, erkennt man sehr leicht. So kann man die Geraden der 
unter Nr. 3 beschriebenen Raumform in folgender Weise dar- 
stellen: Man wähle acht Konstante a© . . . as, b^ . . . bs, zwischen 
denen die Gleichungen bestehen: 

a?+a?+ai+ai=l, b?+bf+b|+b|=l, 
aobo+^ibi +a2b2-f-a3b8=0, 
und mache die Koordinaten von der veränderlichen Gröfse u 
abhängig vermittels der Gleichungen: 

xx = a« cos u + bx sin u. (x = 0, 1, 2, 3) 

Zwei verschiedene Werte von u liefern nur dann denselben 
Punkt, wenn sie sich um Vielfache von 2jt unterscheiden. Lassen 
wir also die Variabele u die Werte von bis 2jt annehmen, so 
beschreibt der jedesmal entsprechende Punkt die gerade Linie. 

Nun können wir auch annehmen, die Punkte der in sich 
verschobenen Geraden kehrten bereits für 9) = jr in ihre Anfangs- 
lage zurück; denn alsdann wird doch auch für g) = 2jt der Aus- 
gangspunkt wieder erreicht. Dieser Forderung genügt offenbar 
die Staudtsche Raumform, in der durch das Verhältnis (xo :xi :x2 :xs) 
ein einziger Punkt dargestellt wird. 

10. Wir haben jetzt noch zu zeigen, dafs keine weitere 
Raumform geeignet ist, die gefundenen Forderungen zu erfüllen. 
Zu dem Ende wollen wir an erster Stelle beweisen, dafs die 
Punkte der in sich verschobenen Gerade zum ersten Male in ihre 
Anfangslage zurückkehren, wenn in der Gleichung (5) die Varia- 
bele <p entweder gleich 2jr oder gleich jr wird. Unsere Ent- 
wicklung hat uns gezeigt, dafs für 9p = 2jr die Anfangslage erreicht 
wird. An sich wird hierdurch nur gefordert, dafs die Rückkehr 
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zum ersten Male in dem Augenblicke erfolgt, wo die Variabele 
9) für ein ganzzahliges n den Wert — annimmt. Entspricht ver- 
mittelst der obigen Gleichungen dem Anfangsverhältnis (xo:xi ixjixs) 
für 9> ==a — das Wertsystem (xq' : x/ : xg' : X3'), so kann das 

letztere dem ersterien nur dann gleich sein, wenn n entweder 
gleich eins oder gleich zwei ist. Da aber, wie wir im Anfange 
von Nr. 8 bewiesen haben, zu ungleichen Koordinatenwerten nicht 
derselbe Punkt gehören kann, so mufs n = 1 oder n = 2 sein. 
Lassen wir jetzt in der Gleichung (5) die Gröfse tp von null 
aus wachsen, bis irgend ein Punkt der in sich verschobenen 
Geraden zum ersten Male seine Anfangslage wieder annimmt, so 
mufs, wie die durchgeführte Entwicklung zeigt, jeder Punkt dieser 
Geraden in die Anfangslage zurückkehren. Wofern also nur die 
Punkte einer einzigen Geraden 1 in Betracht kommen, gehört zu 
jedem Wertsystem der Variabein entweder ein einziger oder zwei 
verschiedene Punkte. Nehmen wir an, ein Punkt jc der Geraden 
1 werde durch das Verhältnis (xo : xi : Xg : X3), ein zweiter Punkt 
jt' von 1 werde durch das Verhältnis (xo' : Xt' : X2' : X3') dar- 
gestellt, und zu dem ersten Verhältnis gehöre kein zweiter Punkt 
von 1, so kann unter den Punkten von 1 nur der Punkt jc' durch 
das Verhältnis (xo' : xi' : X2' : x^') dargestellt werden. Man lege 
durch jr eine zweite Gerade li. Diese enthält entweder noch 
einen Punkt jr, , der zu dem Verhältnis (xo : Xi 1x2 1x3) gehört, 
oder dies Verhältnis stellt auch keinen zweiten Punkt der Geraden 
li dar. Um zu zeigen, dafs die erste Annahme auszuschliefsen 
ist, bewege man die Ebene (Ui ) so in sich, dafs der Punkt 1' in 
Ruhe gehalten und die Gerade li in sich bewegt wird. Benutzt 
man wieder die oben eingeführten Gröfsen g und rj und macht 
man die Transformation von den Gleichungen (5) abhängig, so 
gelangt für g) = jt der Punkt P auf Pi , die Gerade 1 aber zur 
Deckung mit ihrer Anfangslage. Somit enthält die Gerade 1 auch 
den Punkt Pi, was unserer Annahme widerstreitet. Hiernach 
wird auch auf jeder zweiten durch P gelegten Geraden li dem 
Wertsystem (x) nur ein einziger Punkt zugeordnet sein. Das- 
selbe gilt also auch für jeden andern Punkt auf li und somit für 
jeden beliebigen Punkt des Raumes. Konstruiert man demnach 
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unter dieser Annahme alle von einem Punkte ausgehenden geraden 
Linien und verbindet je zwei Punkte, welche auf zwei verschie- 
denen unter diesen Linien liegen, wieder durch eine Gerade, so 
erhalten wir einen in sich abgeschlossenen Bereich von der Eigen- 
schaft, dafs jeder Punkt des Bereiches zu einem einzigen Wert- 
system (xo : xi : X2 : X3) der Variabein gehört und jedes Wertsystem 
einen einzigen Punkt des Bereiches darstellt. 

Andererseits, wenn zu einem einzigen Wertsystem(xo:xi:x2 1x3) 
zwei Punkte gehören, die auf einer geraden Linie liegen, so stellt 
jedes Verhältnis der vier Gröfsen Xo, Xi, xg, Xg zwei Punkte von 
der Eigenschaft dar, dafs alle Gerade, die durch einen der beiden 
Punkte hindurchgehen, auch den andern enthalten. Wir gelangen 
auf diese Weise zu einem Bereich, wie er in Nr. 3 beschrieben ist. 

11. Um jetzt unsern Nachweis, dafs nur die beiden ange- 
gebenen Raumformen der gestellten Forderung genügen, voll- 
ständig zu machen, müssen wir zeigen, dafs in jedem der beiden 
Fälle zu dem bereits gefundenen Bereich kein weiterer als Bestand- 
teil einer Raumform hinzutreten kann. Gehen wir etwa von 
einem Bereich aus, der die Eigenschaft hat, dafs zu jedem Wert- 
system (xo : Xi : X2 : X3) einer, und zwar ein einziger, seiner 
Punkte zugeordnet ist; wir wollen untersuchen, ob nicht etwa 
zu dem Wertsystem (x) ein weiterer Punkt gehören kann, der 
in einem andern Bereich liegt. Dann darf es nicht möglich sein, 
durch die beiden Punkte eine gerade Linie zu legen, weil, wie 
die vorangehende Untersuchung gezeigt hat, demselben Wert- 
systeme niemals zwei verschiedene Punkte zugeordnet werden 
können, die auf derselben geraden Linie liegen. Damit ist aber 
bewiesen, dafs es unmöglich ist, die beiden Bereiche als Bestand- 
teile einer einzigen Raumform zu betrachten; denn da die Bereiche 
nicht durch gerade Linien zu einem einheitlichen Ganzen ver- 
bunden werden können, so besteht überhaupt keine Verbindung 
zwischen ihnen. Gäbe es nämlich eine Verbindung, so müfste 
sie doch durch projektiveTransformationen erreicht werden können ; 
nun läfst sich, wie leicht bewiesen werden kann, jede projektive 
Transformation durch Zusammensetzung aus solchen Transforma- 
tionen erhalten, bei denen alle Veränderungen in geraden Linien 
erfolgen, oder mit anderen Worten, bei denen durch jeden Punkt 
eine in sich transformierte gerade Linie hindurchgeht. Da bei 
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allen diesen speciellen Transformationen der zuerst gewählte Be- 
reich in sich verbleibt, so kann er auch durch die aus ihnen 
zusammengesetzte Transformation nicht in einen andern Bereich 
übergeführt werden. 

Ebenso verfährt man unter der Annahme, dafs der Bereich 
die unter Nr. 3 dargelegten Eigenschaften besitzt. Wir finden 
also, dafs der gestellten Forderung nur die beiden angegebenen 
Raumformen genügen. Diese haben aber die weitere Eigenschaft, 
dafs jede projektive Transformation, mag sie auf einen beliebigen 
Teil des Raumes oder auch auf den Raum als Ganzes angewandt 
werden, zu eindeutigen Resultaten führt. Wenn also sämtliche 
projektive Transformationen für irgend einen Raumteil ein- 
deutige Beziehungen herbeiführen, so gilt dasselbe für jeden 
Raumteil und für den Raum als Ganzes, und nur die beiden an- 
gegebenen Raumformen besitzen diese Eigenschaft. Hiernach 
entsprechen sie denjenigen metrischen Raumformen, die auch als 
Ganze bewegt werden können.") 

Frojektivität und Metrik. 

1. Die verschiedenen Methoden, durch die man von der 
Frojektivität zur Metrik gelangt, sind bereits im zweiten Abschnitt 
(B. 1. S. 149 — 162) besprochen. Indessen konnten wir dort 
einen Weg, der zu diesem Ziele führt, nur kurz angeben, ohne 
in seine Begründung einzugehen, weil dabei die Theorie der 
Transformationsgruppen nicht wohl entbehrt werden kann, eine 
Theorie, welche im ersten Bande keine Stelle finden konnte. 
Diese Begründung möchte ich hier nachtragen. ^*) Allerdings 
sollen die Transformationsgruppen erst im achten Abschnitt be- 
handelt werden; aber es "wird gestattet sein, hier bereits einige 
der dort zu entwickelnden Resultate zu benutzen. Wir gebrauchen 
dabei nur die Liesche symbolische Bezeichnung einer unendlich 
kleinen Transformation, den Begriff der Kombination zweier 
Transformationen und den Satz, dafs einer Gruppe, in der zwei 
infinitesimale Transformationen vorkommen, auch diejenige Trans- 
formation angehört, die man durch Kombination der beiden ersten 
erhält. Der Leser, der hiermit noch nicht vertraut ist, findet die 
nötigen Erläuterungen im achten Abschnitt. 
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Dem Beweise unseres Hauptsatzes möchte ich einige Be- 
merkungen über beliebige projektive Gruppen vorausschicken. 

Zur Darstellung der einzelnen Elemente einer n-fach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit mögen n + 1 Gröfsen Xo, Xi . . . Xn 
dienen, wobei wir festsetzen, dafs es nur auf die Verhältnisse 
und nicht auf die wirklichen Werte dieser Gröfsen ankommt. 
Jede Transformation, bei der die Verhältnisse der neuen Gröfsen 
yo, yi - • • yn durch homogene lineare Funktionen der gegebenen 
Variabein x, also unter Einführung eines Proportionalitäts-Faktors 
CO in der Form 

yx =» coÄxAxA 

ausgedrückt werden, heifst eine projektive Transformation, und 
eine Gruppe, die nur projektive Transformationen enthält, eine 
projektive Gruppe. In diesem Falle sind auch die unendlich 
kleinen Änderungen dxa der einzelnen Variabein x« bis auf einen 
unendlich kleinen Faktor dt homogene lineare Funktionen von 
Xo, Xi . . . Xn. Ersetzt man also in dem Lieschen Symbol einer 

df 
infinitesimalen Transformation die Zeichen r— durch p«, so läfst 

oxa " 

sich jede unendlich kleine Transformation einer projektiven Gruppe 

in der Form 

(1) 21 AixpiXx (/, X = 0, 1 . . . n) 

darstellen, wo die (n + 1)* Koefficienten konstante Gröfsen sind. 
Die Transformation JS pi xi führt keine Änderung in den Verhält- 
nissen der Koordinaten herbei; sie kann daher, mit einer beliebigen 
Konstanten multipliziert, zu der Form (1) addiert werden, ohne 
das Ergebnis zu ändern. Wir werden daher in vielen Fälfcn den 
Koefficienten Aoo = voraussetzen. 

Sind UAixpiXx und üBixpiXx zwei Transformationen, die 
derselben Gruppe angehören, so mufs die Gruppe auch 

1. jede Transformation 2 (rjAix + ^Bix)piXx fiir beliebige 
Koefficienten i] und g, und 

2. die durch ihre Kombination erhaltene Transformation 

2 (AixBxi — Bix Axi)xx p;. 
enthalten. 

Unter der allgemeinen projektiven Gruppe einer n-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit verstehen wir diejenige Gruppe, 

Killingr, OrundUgen der Geometrie. II. 3 
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welche alle projektiven Transformationen enthält; wir können sie 
durxrh die n (n + 2) Transformationen pox«, xop«, paXy? für 
ö, ^ = 1 . . . n bestimmen. 

Ersetzt man in der Form JSuiXx jede Gröfse Xi durch 
Xi -}" dx£ für 

dxi = dt SAtxXx, 

X 

so bleibt die Form ungeändert, wenn man zugleich ui durch 
Ui + dui ersetzt und 

dut = — dt SAxiUx 

X 

annimmt. Die unendlich kleine Transformation, denen die Gröfsen 
ui unterliegen, wenn man auf die Gröfsen x die Transformation (1) 

df 
anwendet, läfst sich demnach für — »=■ n symbolisch in der Form 

— 2 Axi Ti Ujc 

darstellen. 

An Stelle der Variabein x kann man neue Variabein y als 
homogene lineare Funktionen der ersten einfahren, indem man 
setzt: 

(2) xa = Umaxyx. 

X 

Drückt man jetzt die Veränderung dyo . . . dyn durch die 

df 
Werte yo . . . yn aus, so kommt dies fiir ^ — = q« darauf hinaus, 

in der Form (1) mit der Substitution (2) die weitere Substitution 

(3) qi = Smixpx oder p* = -Tm^q« 

X X 

zu verbinden, wo m'tx der Koefficient von m«c in der Determi- 
nante I mix I ist. Damit die Gleichung 2J\iiXi «— JSv^yt identisch 

df 
erfüllt wird, hat man fiir ^ — = s» die Umgestaltungen vorzu- 
nehmen 

vt = UruixUx und n = UmixSx. 

X X 

2. Lehrsatz: Kommen in einer Gruppe die — ^-^ — - Trans- 

formationen vor: 

Wfx= pi xx — pxxi (für ^, 5c = 1 . . . n) 
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und tritt zu ihnen hinzu eine davon unabhängige Transformation 
(4) Po -Sa« xx + Xo 2hx p« + -S Cix^pi x« («i x = 1 . . . n), 

X 

so läfst sich nur in dem Falle nicht auf das Vorkommen weiterer 
Transformationen schliefsen, wenn die Transformation hinaus- 
kommt auf 

p,xi + . . . + pxXx ^ — PoXo 

oder mit anderen Worten, wenn die Koefficienten ax und bx 
sämtlich verschwinden und die Koefficienten Cix für irgend zwei 
ungleiche Marken i und x den Bedingungen genügen: 

(5) C£t — Cxx = 0, cix + Cxi = 0. 

Sobald zwischen den Koefficienten Ctx diese n — 1-| — -—^ 

Bedingungen nicht sämtlich erfüllt sind, enthält die Gruppe alle 
Transformationen 

(6 J pi Xi — px xx, p* ^x für ^ ^ X. 

Sind die Koefficienten a;^ und b^r nicht sämtlich gleich null, 
so treten noch die n Transformationen hinzu 

(7) aopoXx — bopxXo, (x =* 1 . . . n) 

wo die Konstanten ao und bo für alle Marken x dieselben Werte 
haben. Damit keine weiteren Transformationen der Gruppe an- 
gehören, müssen die Gleichungen bestehen: 

(9\ £i ^ ^ f ^^\ 

Wofern diese Bedingungen nicht erfüllt sind, ist die Gruppe 
die allgemeine projektive Gruppe mit n (n -|- 2) von einander 
unabhängigen infinitesimalen Transformationen. 

Um diesen Satz zu erweisen, wähle ich aus den Marken 
1 ... n ein Paar ^, r aus und kombiniere die Transformation (4) 
mit W|iv Hierdurch möge ich die neue Transformation Ti er- 
halten; diese mit W^v kombiniert, liefere T2, und daraus werde 
auf dieselbe Weise T3 erhalten. Indem ich Ti und Tj addiere, 
finde ich die Transformation 

aus der durch Kombination mit W^v hervorgeht: 

{CiAß — Cvv) (p/jtXfji — pvXv) + {Cfjiv + Cvß) (PaiXv -f pvXß). 

Wenn also die Bedingungen (5) für die Marken fi und r 
nicht erfüllt sind, so enthält die Gruppe die Transformationen 

8* 
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P/tix^ — pvxv und pfjixv + pi'X^ und somit, wie sich aus der 
Zusammenstellung mit W^v ergiebt, die Transformationen p/£Xr 
und pvx^. Indem man diese beiden mit W^x und Wv« kom- 
biniert, findet man p/nXx, pxxji, pvxx, pxXv für jeden Wert von 
X (= 1 . . . n). Kombiniert man diese noch mit W^;., so wird 
man auf die Transformationen pxXA gefuhrt. Die Kombination 
von px XI und pA xx liefert aber px xx — pA xa. Daher sind alle 
Transformationen (6) in der Gruppe enthalten, wenn nicht sämt- 
liche Bedingungen (5) erfüllt sind. 

Jetzt darf man die Transformation (4) in der Form voraus- 
setzen : 

Po JSüxXx -\- X« -Sbxpx + C (piXi + . . . + pnXn). 

Denn, wofern die Bedingungen (5) allgemein erfüllt sind, kann 
man die neue Form erhalten, indem man die Transformationen 
Wix mit geeigneten Koefficienten multipliziert und von (4) sub- 
trahiert. Genügen aber die Koefficienten Cix nicht allen Be- 
dingungen (5), so darf man die Transformationen (6) von (4) 
abziehen und ihr auf diese Weise die vorgeschriebene Form geben. 
Die zweimalige Kombination der so gefundenen Transfor- 
mation mit WxA führt auf die beiden Transformationen 

axPoXA + bxXopA — aApoXx -— bApxXo 
axpoxx + bxXopx + aApoXA -f bApAXo- 

Durch Kombination dieser beiden Transformationen mit ein- 
ander erhalten wir die weitere Transformation: 

(axbA — aAbx) (pxXx + pAXA — 2xopu) + (^xbx + aAbA) WxA. 

Wenn hier ax bA — aA bx nicht gleich null ist, so ist in der 
Gruppe die Transformation 

px Xx +pixk — 2xoPo oder px xx + pA xa -f 2 (pi Xi + . . . + pnXn) 
enthalten, mit der sich nach dem bereits Bewiesenen alle Trans- 
formationen piXx für ungleiche Marken i, x vereinigen. Durch 
die Kombination von pxXA mit (9) gelangt man aber zu poXx 
und pxXo. 

Sind aber allgemein die Bedingungen (8) erfüllt, so leitet 
man unmittelbar aus den Transformationen (9) die Transforma- 
tionen (7) her. 

Damit ist der Satz in allen seinen Teilen bewiesen. 

3. Lehrsatz. Wenn für n = 2 neben der Transformation 



(9) 
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W = piXg — P2X1 -f- IpoXo bei nicht verschwindendem Werte 
von 1 noch eine Transformation 

T — Po -Taxx« + xo I^hxXx + 2cixpiXx («, x = 1, 2) 
in einer Gruppe vorkommt, so enthält die Gruppe die Trans- 
formationen poXi und P0X2, wofern nicht die Koefficienten ai 
und Z2 beide verschwinden. Ebenso gehören die Transformationen 
PiXo und P2X1) der Gruppe an, wenn einer der Koefficienten bi 
und bg von null verschieden ist. Sobald aber sowohl unter den 
Koefficienten ai und ag wie unter den Koefficienten bi und bt 
einer von null verschieden ist, enthält die Gruppe alle projektiven 
Transformationen. 

Der Beweis wird am einfachsten, wenn in dem Ausdruck T 

die Koefficienten c<x sämtlich verschwinden. In diesem Falle 

genügt es, T zweimal mit W zu kombinieren. Hierbei möge 

T' = (TW), T = (T'W) sein; die Koefficienten in T' mögen 

mit einem, die in T' mit zwei Strichen versehen werden. Dann 

ist Cix = Cix = 0, und 

ai' = — a^ — lai, ai'' = (1* - 1) a, + 21a2 
a/ — ai - lai, a«'' = (1« — 1) aa — 21ai 
bi' = — b, + Ibi, W = (1* — 1) bi - 21b, 
b/ = b, + Iba, h/, = (1* - 1) b, + 21b,. 

Jetzt multipliziert man die Form T mit 1 + 1*, T' mit 21 und 

addiert sie zu T". Dadurch erhält man bis auf den Faktor 41 die 

Transformation : 

( - bi + Ibi) xopi + (bi + \hi) X0P2, 

aus der man durch Kombination mit W eine ähnliche Trans- 
formation herleitet. Da die aus den Koefficienten gebildete De- 
terminante nur verschwindet, wenn bi und bg beide null sind, 
so enthält die gegebene Gruppe die beiden Transformationen 
Xopi und X0P2, wofern wenigstens einer der Koefficienten b, und 
b2 von null verschieden ist. Dasselbe gilt von den Transforma- 
tionen p„xi und P0X2, sobald nicht beide Koefficienten ai und a2 
verschwinden. 

Wenn jetzt die beiden Ausdrücke af -j- ^2 "^^ bf + b| von 
null verschieden sind, so müssen in der Gruppe die Transforma- 
tionen poXj, P0X2, xopi, Xyp2 enthalten sein. Von ihnen gelangt 
man leicht zu den Transformationen piXi — poXo, P2X2 — - poXo> 
Xip2, X2P1. Die Gruppe ist also die allgemeine projektive Gruppe 
einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 
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Wir müssen den Satz jetzt noch für den Fall beweisen, dafs 
die Koefficienten Cix nicht sämtlich verschwinden. Auch in diesem 
Falle kombiniert man T wieder mehrmals mit W, bildet also die 
Transformation T'= (TW), T = (TW), T" = (T'W). Dabei 
hangen jedesmal auch die neuen Koefficienten a« nur von ai 
und ag, bx nur von b| und bg, Cix nur von Cn, C12, Cji, Cgg ab; 
die Art der Abhängigkeit für die ersten Koefficienten ist dieselbe, 
w^elche vorhin angegeben ist. Addiert man jetzt T' und T"', so 
erhält man eine Transformation 

Ti = Po2;AxXx + Xo-TBxpx + «i (PiXi— p2Xa) + e2(piX2 — p«xi), 
worin ei = Cu + Cgi, e^ = Cgg — Cu ist, Ai und A2 nur beide 
verschwinden, wenn ai = a2 =» ist, und entsprechendes für Bi 
und B2 gilt. Auch Ti wird zweimal mit W kombiniert und die 
zuletzt erhaltene Transformation zu der mit 4 multiplizierten Form 
Ti addiert. Dadurch werden die Koefficienten der p^xx (für 
i, X «s 1, 2) sämtlich gleich null; dagegen wird der Koefficient 
von pox, : (1« + 3) Ai +2IA2, der von poXi :(12 + 3)A2 — 2lAi, 
und die Koefficienten von piXo und pgXo sind ähnlich. Demnach 
können auch die Koefficienten von poXi und poXg nur gleichzeitig 
verschwinden, wenn Ai und A2 und damit ai und ag gleichzeitig 
null sind. Wir sehen also, dafs die Gruppe, falls nicht die vier 
Koefficienten ai, a2, bi, ba verschwinden, eine projektive Trans- 
formation enthält, in deren Ausdruck die Koefficienten c^x gleich 
null sind. Es ist also gestattet, diese Transformation statt der 
gegebenen der weitern Untersuchung zu Grunde zu legen. 

4. Nach diesen Vorbereitungen weisen wir folgenden Satz nach : 
Soll eine projektive Gruppe, durch welche eine Ebene in 
sich transformiert wird, im stände sein, eine durch einen festen 
Punkt gehende Gerade in jede andere durch denselben Punkt 
gelegte Gerade überzuführen, und sollen zudem nicht alle ihre 
Transformationen den gewählten Punkt in Ruhe lassen, so hängt 
sie mindestens von drei Parametern ab; alle dreigliedrigen Gruppen, 
welche die verlangte Eigenschaft besitzen, lassen sich entweder 
durch die drei Transformationen 

P1X2 — P2X1, xopi — kxipo, X0P2 — kxapo 
oder durch 

P1X2 — P2X1 + IpoXo, Xopi, X0P2 
bestimmen. 
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Indem wir einen in der Funktionentheorie gebräuchlichen 
Ausdruck benutzen, können wir die aufgestellte Forderung auch 
in die Worte kleiden : Alle Geraden der Ebene, die in der Um- 
gebung eines festen Punktes liegen, sollen durch die Transforma- 
tionen der Gruppe in einander übergeführt werden können. Um 
zu beweisen, dafs die Gruppe von niedrigster Gliederzahl, welche 
dieser Forderung genügt, auf eine der beiden angegebenen Formen 
hinauskommt, gebrauchen wir Linienkoordinaten und stellen den 
festen Punkt durch die Gleichung u© = dar. Da es möglich 
sein soll, die Geraden in einander überzuführen, die durch den 
Punkt Uo == gehen, mufs die Gleichung eine Transformation 
von der Form 

(10) Uo (boro + biri bgr«) + UcixUUx 
enthalten.. Durch Addition der mit einem geeigneten Faktor 
multiplizierten Form roUo + riUi + ^2^2 können wir bewirken, 
dafs Cn + Cjj = wird, und da die Gleichung {a> — Cu) 
(co — C22) — C12C21 =0 keine reelle Wurzel besitzen soll, mufs 
die Determinante C11C22 — C12C21 positiv sein; sie kann also, da 
man alle Koefficienten in (10) mit demselben Faktor multiplizieren 
darf, gleich eins gemacht werden. Ersetzt man jetzt Ui durch 
C12U1, U2 durch U2 — CiiUi, und demnach ri durch ri + Ciir2, 
r2 durch Ci2r2, so geht die Transformation (10) über in 

uc (boro + biri + b2r2) + rjUo — r,ai, 
wo allerdings die Koefficienten b nicht mehr die früheren Werte 
zu besitzen brauchen. Hier darf man Uo ungeändert lassen, Ui 
durch ui + ^Uo, U2 durch U2 + /^Uo ersetzen, wofern man noch 
ri und r2 beibehält utid r© mit ro — ccvi — ßv^ vertauscht. Dann 
kann man a und ß so bestimmen, dafs die vorstehende Trans- 
formation die Form annimmt: 

riU2 — r2Ui — luöTo. 

Indem wir jetzt von den Linienkoordinaten zu Punktkoor- 
dinaten übergehen, sehen wir, dafs die Gruppe die Transformation 
enthält: 

(11) P1X2 — P2X1 + IpoXo. 

Da die Gruppe den Punkt xi = x^ = in andere Lagen 
überführen soll, mufs sie eine Transformation von der Form (4) 
enthalten, worin die Koefficienten bi und b2 nicht beide gleich 
null sind. Auf die neue Transformation wende man die in den 
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beiden letzten Paragraphen bewiesenen Sätze an. Dann folgt aus 
2. für 1 = 0, dafs zu der Transformation (11) mindestens die 
Transformationen 

piXo — kpoXi und p,Xo - kpox« 
hinzukommen, während der unter 3. bewiesene Satz uns zeigt, 
dafs die Gruppe mindestens noch die Transformationen piXo und 
PjXo enthalten mufs. (Für einen verschwindenden Wert von 1 
beachte man hierbei, dafs der in 2. benutzte Koefficient bo nicht 
gleich null sein kann; man darf ihn also durch eins und ao 
durch — k ersetzen.) 

5. Lehrsatz. Wenn durch die Transformationen einer Gruppe 
alle Geraden der Ebene in einander übergeführt werden können, 
so wird die Gruppe entweder bei passender Wahl der Veränder- 
lichen durch die drei Transformationen 

P1X2 — P2X1, poXi — piXo, pox» — p^xo 
bestimmt, oder sie ist die allgemeine projektive Gruppe in einer 
zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 

Wie wir in der vorigen Nummer gesehen haben, kann eine 
infinitesimale Transformation der Gruppe auf die Form gebracht 
werden : 

PlX« — P2X1 + IpoXo. 

Zudem mufs die Gruppe mindestens eine Transformation 
von der Form (4) enthalten, worin die Koefficienten bi und b2 
nicht beide verschwinden. Wenn hier 1 von null verschieden 
ist, so entlehnen wir der Nummer 3 den Satz, dafs die Gruppe 
entweder noch die Transformationen piXo und pgXo oder aufser 
diesen beiden noch die Transformation poXo oder endlich alle 
projektiven Transformationen enthält. Sie ist also entweder drei- 
gliedrig und wird durch die Transformationen 

P1X2 — P2X1 + IpoXo, PiXo, P2X0 

bestimmt; oder sie ist viergliedrig und enthält die Transforma- 
tionen P1X2 — p<Xi, poXo, piXo, pfXo, oder sie ist die allgemeine 
projektive Gruppe mit acht willkürlichen Parametern. Die beiden 
ersten Fälle müssen aber ausgeschlossen werden, weil dann die 
Ebene xo = durch die Transformationen der Gruppe keine 
Veränderung erleidet. 

Für einen verschwindenden Wert von 1 wenden wir den in 
2. bewiesenen Satz an, nach welchem entweder die Transformationen 
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piXo — kpoXi und pfXo — kpox^ hinzukommen oder die Gruppe 
durch die vier Transformationen piX2 — p«xi, piXo, p2Xo, poX<) be- 
stimmt wird oder drittens die allgemeine projektive Gruppe ist. 
Der zweite Fall ist bereits soeben erledigt. Wird im ersten Falle 
k «« 0, so bleibt die Gerade x« «= bei allen Transformationen der 
Gruppe ungeändert. Für einen nicht verschwindenden Wert von 
k transformiert die zuerst angegebene Gruppe den Kegelschnitt 

?£« + xf + x| = 

nur in sich. Die Tangenten dieses Kegelschnitts müssen daher 
auch in jeder durch die Transformationen der Gruppe erhaltenen 
neuen Lage wieder diesen Kegelschnitt berühren. Damit diese 
geraden Linien, deren Beweglichkeit eine beschränkte ist, imaginär 
werden, mufs der Koefficient k positiv sein. Dann kann man 
aber durch eine leichte Änderung von xo bewirken, dafs dieser 
Koefficient gleich eins wird. Es bleiben also nur die beiden im 
Lehrsatz angegebenen Möglichkeiten. 

6. Aus dem vorstehenden Satze folgt unmittelbar der folgende: 
Eine projektive Gruppe des Raumes, deren Transformationen 

im Stande sind, alle durch einen festgewählten Punkt gehenden 
Ebenen in einander überzuführen, enthält drei unendlich kleine 
Transformationen, die man bei passender Wahl der Koordinaten 
in der Form schreiben kann: 

P«X3 — P3X2, psx, — piXs, P1X2 — p,x,. 

Man kann noch hinzufügen, dafs die Gruppe entweder diese 
drei Transformationen oder für ungleiche Marken £, x die sämt- 
lichen Transformationen p^ x« und pi xi — p« xx enthält. 

Statt diesen Satz auf den vorangehenden zurückzuführen, kann 
man ihn ebenso leicht direkt beweisen; dabei vermeidet man es, 
den Raum als Ganzes des Untersuchung zu Grunde zu legen. 

7. Hiemach ist es sehr leicht, folgenden Satz zu erhärten: 
Die niedrigste projektive Gruppe des Raumes, die geeignet 

ist, alle in der Umgebung eines festen Punktes liegenden Ebenen 
in einander überzuführen, ist sechsgliedrig; die sechs sie be- 
stimmenden Transformationen können in der Form geschrieben 
werden : 

(13) p* X« — p« xi, p« Xo — kpox« {i, X = 1, 2, 3) 

wo der Konstanten k jeder endliche reelle Wert beigelegt werden kann. 
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Aus der Forderung, dafs alle durch den festen Punkt ge- 
legten Ebenen in einander übergeführt werden können, ergiebt 
sich, indem man die Ebenen xi = 0, xj =■ 0, xs — durch 
diesen Punkt gehen läfst, dafs die Gruppe die drei an erster 
Stelle genannten Transformationen enthält. Es sollen aber diese 
Ebenen durch die Transformationen der Gruppe auch solche Lagen 
erhalten, bei denen sie nicht mehr durch den Punkt (1, 0, 0, 0) 
hindurchgehen. Daher mufs der Gruppe mindestens eine Trans- 
formation von der Form (4) angehören, worin die Koefficienten 
bi, b2, bs nicht sämtlich gleich null sind. Wie wir unter 2. 
nachgewiesen haben, mufs die Gruppe mindestens noch die drei 
Transformationen (7) enthalten, und hierin kann, da die Konstante 
bo von null verschieden ist, bo = 1, ao = — k gesetzt werden. 

8. Jetzt bestimmen wir eine projektive Gruppe des Raumes 
durch die beiden Festsetzungen: 

a) Die Transformationen der Gruppe sollen im stände sein, 
alle in der Umgebung eines festen Punktes gelegenen Ebenen in 
einander überzuführen; 

b) unter allen dieser Bedingung genügenden Gruppen soll 
die auszuwählende eine möglichst kleine Gliederzahl haben. 

Jede derartige Gruppe ist sechsgliedrig und kann in der 
Form (13) dargestellt werden, wo die Konstante k noch jeden 
reellen Wert erhalten kann. Jetzt beschränken wir uns nur auf 
Transformationen, welche dieser Gruppe angehören. 

Eine stetige Folge ihrer Transformationen soll eine starre 
Bewegung genannt werden. (Die Hinzunahme des Wortes »starr« 
dürfte notwendig sein, da das Wort Bewegung auch bei beUebigen 
Transformationen nicht gut entbehrt werden kann.) Zwei Gebilde 
heifsen kongruent, wenn sie durch eine starre Bewegung in ein- 
ander übergeführt werden können; mit anderen Worten: Be- 
schränken wir die Variabein (x) auf diejenigen Wertsysteme, die 
zu den Punkten eines gewissen Gebildes gehören, führen wir 
dann diese Variabein durch eine der Gruppe angehörende Trans- 
formation in die Variabein (y) über, so bestimmt die Gesamtheit 
der auf diese Weise erhaltenen Wertsysteme (y) die Punkte eines 
neuen Gebildes, das zu dem ersten kongruent ist. Die .Fläche, 
auf der hei der Ruhe eines Punktes ein zweiter noch bewegt 
werden kann, heifst eine Kugel. Von zwei Punktepaaren, die 
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mit einander zur Deckung gebracht werden können, sagen wir, 
sie hätten gleichen Abstand. Um noch die Messung des Abstandes 
zu ermögUchen, setzen wir fest, dafs der Abstand AC gleich der 
Summe der Abstände AB und BC sein soll, wenn der Punkt B 
auf der Geraden AC zwischen den Punkten A und C liegt. Diese 
Festsetzung kommt auf die folgende hinaus: Wenn eine infinite- 
simale Transformation 

(14) dxa = dt 2Aaßxß (a, |9 =a 0, 1 . . . n) 

eine Gerade in sich verschiebt, so mufs die unendlich kleine 
Strecke, welche von einem Punkte dieser Geraden beschrieben 
wird, der Gröfse dt proportional sein; und wenn man die Ver- 
änderungen durch die Variabele t ausdrückt, so ist auch diese 
Gröfse der von jedem einzelnen Punkte der Geraden beschriebenen 
Länge proportional. 

In entsprechender Weise wird man sagen, zwei zusammen- 
stofsende Linien ai und a2 bildeten denselben Winkel wie die 
Geraden bi und b2, wenn das Geradenpaar (ai, a2) zur Deckung 
mit dem Paare (bi, bj) gebracht werden kann. Daraus folgt 
wieder, dafs in einer infinitesimalen Transformation von der 
Form (14), die einen Punkt O in Ruhe läfst und eine durch ihn 
gelegte Ebene in sich verschiebt, die Gröfse dt dem unendlich 
kleinen Winkel proportional gesetzt werden mufs, den eine in 
der Ebene von O ausgehende Gerade bei dieser Bewegung be- 
schreibt. 

Hiernach ist es mögUch, die GrundbegriflFe der metrischen 
Geometrie auf Begriffe zurückzuführen, welche einen rein pro- 
jektiven Charakter haben. Da für diese Begriffe aber diejenigen 
Voraussetzungen gelten, von denen die Metrik ausgeht, so mufs 
man von ihnen aus auch zu denselben Ergebnissen gelangen. 

9. Indessen ist es weit leichter, dies direkt aus den Sätzen 
der Projektivität herzuleiten. Dabei haben wir zu unterscheiden, 
ob der Koefficient k verschwindet oder gröfser oder kleiner als 
null ist. 

Für k = ist auch dxo stets gleich null; es ist also gestattet, 
xo = 1 zu setzen. Die aus der infinitesimalen Transformation 
xopi hervorgehende eingUedrige Gruppe läfst die Koordinaten xg 
und xs ungeändert und verändert alle xi um dieselbe Gröfse t. 
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Alle Punkte bewegen sich in geraden Linien und legen darin 
gleiche Strecken zurück. Dasselbe gilt von den Transformationen, 
welche bei beliebigem Werte von t durch die Gleichungen an- 
gegeben werden: 

yi — xi + ait, yj — X2 + a^t, ys «= X3 + ast. 

Aus der infinitesimalen Transformation p^x^ — psXg ergiebt 
sich durch einfache Integration: 
yg = X2 cos t + X5 sin t, ys = — xg sin t + xs cos t, yi = Xi . 

Hierbei wird jeder Punkt der Geraden x« «=» X3 = in Ruhe 
bleiben und jede Ebene xi =« c für einen beliebigen Wert von c 
in sich verschoben. Beschränken wir die Variabein (x) auf die 
Punkte einer Geraden, die von einem Punkte der Linie xg ««x^ =0 
ausgeht und in der Ebene xi = c liegt, so werden die ent- 
sprechenden Werte (y) ebenfalls zu den Punkten einer derartigen 
Geraden gehören; die Gröfse t giebt den Winkel zwischen der 
ersten und zweiten Geraden an. Hieraus erkennen wir, indem 

wir t = ^ setzen, dafs die Schnittlinien einer solchen Ebene 

Xi = c mit den beiden Ebenen X2 = und xs = auf einander 
senkrecht stehen. Speciell bilden irgend zwei Koordinatenachsen 
rechte Winkel mit einander, und da die Ebene xi = c bei der 
Ruhe der Geraden xg =» xg = in sich verschoben wird, so 
steht die xi-achse auf allen Geraden senkrecht, die in der Ebene 
xi = c durch ihren Schnittpunkt mit der Achse gezogen werden 
können. Um daher den Wert von xi für irgend einen Punkt 
zu bestimmen, lege man durch ihn eine Ebene, welche auf der 
xi-achse senkrecht steht, und messe das Stück, welches hierdurch 
vom Anfangspunkte an ausgeschnitten wird. Ebenso bestimmt 
man die Werte der anderen Koordinaten. 

Mit der Ebene xi = werden auch alle Ebenen xi «* Ci in 
sich verschoben. Hierbei kann man der Geraden xg = X3 — 
jede Lage xg «3 Cg, X3 «= Cs für beliebige Werte C2 und C3 geben. 
Folglich steht auch die letztere Gerade auf allen Ebenen xi = Ci 
senkrecht. Hiernach können die Koordinaten auch definiert werden 
als die Längen der Senkrechten, die von dem ^u bestimmenden 
Punkte auf die Koordinaten-Ebenen gefällt werden. 

Durch die letzte Betrachtung ist die Existenz eines Rechtecks 
als eines Vierecks mit lauter rechten Winkeln bewiesen; hieraus 
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läfst sich leicht herleiten, dafs die Winkelsumme in jejdem Dreieck 
zwei Rechte beträgt. Wir sehen also, dafs der hier skizzierte 
Weg für k =« zur parabolischen Geometrie fuhrt. 

10. In ähnlicher Weise kann man fiir einen von null ver- 
schiedenen Wert von k verfahren; indessen ziehen wir es vor, 
einen etwas abweichenden Weg einzuschlagen. 

Da sich der Ausdruck 

^* + xf + x| + x| 
bei keiner Transformation der Gruppe ändert, so setze man ihn 
gleich r, wodurch man erreicht, dafs der Anfangspunkt die Ko- 
ordinaten (1, 0, 0, 0) bekommt. Zugleich bleibt für irgend zwei 
Punkte (x) und (x') der Ausdruck 

— r r XiXi -|- X2X2 -f ^8X3 

bei allen Transformationen der Gruppe ungeändert; er stellt also 
fiir alle Punktepaare dieselbe Funktion des Abstandes dar. Um 
diese Funktion zu bestimmen, betrachte man die Verschiebung 
der Geraden xg = X3 = in sich, oder mit anderen Worten, 
man löse das durch das Symbol xopi — kxipo vertretene System 
von Differentialgleichungen : 

dxi =» xodt, dxo = - kxidt. 
Die allgemeine Lösung ist 

xi =3 a cos (t/k) + b sin (t/k), 

xo aKk sin (tl^k) + bKk cos (t/k), 

wo a und b willkürliche Konstanten sind. Um die Länge der 
Strecke zu bestimmen, welche der Anfangspunkt (1, 0, 0, 0) 
hierbei beschreibt, mufs für t =« sein Xi = 0, xo ««= 1. Danach 

wird Xo = cos t /k, xi =» -^ sin (t Vk). Setzt man also in dem 

obigen Ausdruck für (x') das Wertsystem (1, 0, 0, 0) und für (x) 

das System (cos [t/k], -yr sin [t/k], 0, 0) ein, so folgt all- 

gemein : 

(15) ^j^ - + xiXi ' + xjxg' + xsxs' = g cos (e/k), 

wo e den Abstand der beiden Punkte bezeichnet. 
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Beiläufig folgt hieraus, dafs für jeden Punkt die Koordinate 
xo gleich ist cos (e Vk\ wo der Abstand des zu bestimmenden 
Punktes vom Anfangspunkte gleich e gesetzt ist. 

In entsprechender Weise darf man zwischen den Koordinaten 
Uo> ui, U2, Us einer Ebene die Beziehung 

kug + uf+u|+ui=l 
festsetzen, so dafs die drei Koordinaten -Ebenen zu den Wert- 
systemen (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1) gehören. Dann 
wird der Winkel g) der beiden Ebenen (u) und (u') durch die 
Gleichung 

kuoUo' + UiUi'-4- UvU2'+ U8U3' = cos 9) 
bestimmt. Die Koordinaten Ui, U2, U3 einer Ebene geben also 
den Kosinus der Winkel an, unter denen sie von den einzelnen 
Koordinaten-Ebenen geschnitten wird. 

Hieraus ergiebt sich ferner der Satz : Wenn zwei sich schnei- 
dende Ebenen auf derselben dritten Ebene senkrecht stehen, so 
bildet auch jede durch die Schnittlinie gelegte Ebene mit der 
dritten gleiche Winkel. In entsprechender Weise folgt, dafs jede 
Koordinaten-Achse auf allen Geraden senkrecht steht, die in der 
die Achse nicht enthaltenden Koordinaten-Ebene durch den An- 
fangspunkt gezogen werden. 

Da der Ausdruck 

XoUo + XiUi + X2Ut + X3US 

für alle Transformationen der Gruppe unverändert bleibt, so stellt 

er eine feste Beziehung des Punktes (x) zur Ebene (u) dar. Wählt 

man speciell Uo ««Us =»U8 =0, Ui — 1, und X2 =X3 =«0, so geht 

sin (e Vk) 
der Ausdruck in xi = \, ■ über, wo e den senkrechten Ab- 

vk 

stand des Punktes von der Ebene darstellt. Somit ist allgemein : 

, , , sin(e/k) 

XoUo + XiUi + X2U2 + XsU3 = ^/j^— , 

wenn der senkrechte Abstand des Punktes (4) von der Ebene (u) 
gleich e gesetzt wird. Wählt man zur Ebene (u) der Reihe nach 
eine der Koordinaten-Ebenen, so erhält man die Bedeutung von 
xi, X2, xs; dagegen findet man die Bedeutung von Uo, wenn man 
für den Punkt (x) den Anfangspunkt (1, 0, 0, 0) nimmt. 

Um die trigonometrischen Formeln für ein rechtwinkliges 
Dreieck zu erhalten, kann man die Formeln benutzen, nach denen 
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eine Koordinaten-Ebene bei der Ruhe des Anfangspunktes in sich 
verschoben wird. Auch liefert die Formel (15) eine Beziehung 
zwischen den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn man 
die Punkte (x) und (x) auf verschiedenen Koordinaten-Achsen 
wählt. Aus den so gewonnenen Formeln kann man die Trigo- 
nometrie vollständig herleiten. 

Wir sind somit wieder zu den Raumformen gelangt, die wir 
im ersten Abschnitt (B. 1. S. 19 - 89) hergeleitet haben. Um 
auch im Äufsern volle Übereinstimmung herbeizuführen, hat man 

die hier benutzte Gröfse k nach ihrem Vorzeichen durch r^ oder 

1 
durch — pr zu ersetzen, 
k* 

11. In dem Falle, dafs die Konstante k von null verschieden 
ist, kann man den Abstand zweier Punkte und den Winkel zweier 
Ebenen auch in einer Weise einführen, welche den Vorzug hat, 
dafs sie von den Transformations-Gruppen nur geringen Gebrauch 
macht und direkt an die Grundlagen der projektiven Geometrie 
anknüpft, aber insofern hinter dem skizzierten Wege zurücksteht, 
als sie uneigentliche und sogar imaginäre Wertsysteme benutzt 
und sich dadurch von einem rein geometrischen Standpunkt ent- 
fernt. Zwar ist dieser Weg im wesentlichen bereits im ersten 
Bande (S. 151 — 155) angegeben; der veränderte Ausgangspunkt 
nötigt uns aber, ihn nochmals zu besprechen. 

Die sämtlichen Transformationen unserer Gruppe lassen die 
Form 

^ + xf + xH- x| 

ungeändert; umgekehrt ist unsere Gruppe durch die Forderung, 
diese Form nicht zu ändern, eindeutig bestimmt. Demnach gehen 
die Wertsysteme (x), welche der Gleichung: 

(16) ^1 + xf + x| + x| =- 

genügen^ nur in solche Wertsysteme über, für welche diese Glei- 
chung gültig bleibt. Wir sagen daher, alle .diese Wertsysteme 
gehören dem unendlich fernen Gebilde an. 

Sind (x') und (x'') die Koordinaten zweier (eigentlicher) 
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Punkte, so suche man diejenigen Werte von X, welche der 
Gleichung genügen: 

(17) (^'^j^^^l' + (x,'+2x, y + (x,'+Ax,'r + (xa'+^xsl* =- 0. 

Das Wertsystem y, welches für einen dieser beiden Werte 
von X den Gleichungen genügt: 

Qya «= Xa' + ^Xa (« — 0, 1, 2, 3) 

befriedigt erstens die Gleichung (16) und zweitens die Gleichungen 
sämtlicher Ebenen, welche durch die Punkte (x) und (x") gelegt 
werden können; im uneigentlichen Sinne dürfen wir also sagen, 
jedes solche Wertsystem stelle einen Schnittpunkt der durch (x) 
und (x') gelegten Geraden mit dem unendlich fernen Gebilde dar. 
Sind (x), (x'^), (x'+ Aix"), (x' + X^x) die Koordinaten von vier 
eigentlichen Punkten, so giebt der Quotient Xi : X^ den Wert des 
Doppelverhältnisses der vier Punkte an; ebenso soll jetzt, wenn 
Xi und ^2 die Wurzeln der Gleichung (17) sind, dieser Quotient 
als das Doppelverhältnis der Punkte (x) und (x") zu den Schnitt- 
punkten ihrer Verbindungslinie mit der unendlich fernen Fläche 
bezeichnet werden. Diese Gröfse Xi : X^ bleibt aber bei allen 
Transformationen ungeändert, welche unserer Gruppe angehören; 
wir bringen sie daher in Zusammenhang mit dem Abstand der 
beiden Punkte. Da bei der Vertauschung der Punkte (x') und (x') 
das Doppelverhältnis seinen reciproken Wert annimmt, der Ab- 
stand aber nur sein Zeichen ändern soll, so setzen wir den 
Abstand A unter Einführung einer festen Konstante c gleich 

A = ein {Xi : X2); 

speciell möge c = x. ^r angenommen werden. 

Ebenso verfährt man mit zwei Ebenen (u) und {u% die sich 
in einer Geraden schneiden. Man legt durch die Schnittlinie die 
beiden Tangentialebenen an die unendlich ferne Fläche, d. h. man 
bestimmt die beiden Werte fii und fi^ von ^, welche für 
va a» ua + fiua" der Gleichung genügen : 

kvS + vf + v| + v| = 0. 
Das Doppelverhältnis dieser vier Ebenen ist gleich fii : ^2 und 
definiert den Winkel g) der beiden Ebenen durch die Gleichung 

g) = ein (ßi : fi^), 

wo speciell c =- ^ gesetzt werden kann. 
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§ 5. 
Projektivität und Bewegung. Elementare Entwicklung. 

1. Schon in II § 7-9 (B. 1. S. 128-149) ist unter Be- 
nutzung der projektiven Eigenschaften des Raumes nachgewiesen 
worden, dafs man den Sätzen der Metrik auf drei verschiedene 
Weisen genügen kann, und dafs man somit auch von der Pro- 
jektivität aus zu den nichteuklidischen Raumformen gelangt. Der 
Weg, der dort in § 8 eingeschlagen wurde, ist aber, wie ich 
ausdrücklich hervorgehoben habe, recht lästig. Nun habe ich 
gesehen, dafs an dem mitgeteilten Beweise nur leichte Änderungen 
angebracht zu werden brauchen, um ihn ganz einfach und über- 
sichtlich zu machen. Indem ich also den Inhalt von II § 7 als 
bekannt voraussetze, will ich die weitere Herleitung in voller 
Ausführlichkeit hersetzen. 

Beim Beweise benutzen wir folgende Sätze: 

a) Wenn eine Ebene um einen ihrer Punkte in sich gedreht 
wird, so beschreibt jeder ihrer Punkte eine geschlossene Linie, 
einen Kreis. 

b) Verschiebt man einen Kreis längs eines Durchmessers, bis 
der eine Endpunkt auf den andern zu liegen kommt, so fällt auch 
die Tangente des ersten Punktes auf die des zweiten. 

c) Von allen Tangenten eines Kreises schneidet ein kon- 
zentrischer Kreis, der den ersten umschliefst, vom Berührungs- 
punkte aus gleiche Stücke ab. 

Von diesen drei Sätzen wird der erste bei der Definition des 
Kreises vorausgesetzt; die beiden anderen folgen leicht aus den 
Kongruenzsätzen. 

2. Wir denken eine Ebene um einen ihrer Punkte in sich 
gedreht. Indem wir den ruhenden Punkt zum Anfangspunkte 
des Koordinatensystems wählen, wird diejenige Lage (x', y'), 
welche irgend ein Punkt (x, y) durch die Bewegung erhält, bei 
konstanten Werten von a, /9, 7, a', ß\ d\ ^' durch die Glei- 
chungen bestimmt: 

i\\ ' ^ ce'x 4- ß'y , ^ ax + ßf'y 

^ ^ "" ax + ßy + r' ^ ax + ßy + r 

Killing, Grundlagen der Geometrie. II. 9 
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Wenn die Gerade x = uy durch diese Bewegung in die 
Lage x' = u'y' gebracht wird, so besteht zwischen den Gröfsen 
u' und u die Gleichung: 

(^) »■ - :H-r 

Durch eine Gleichung von derselben Form wurde in II § 7 
die Veränderung angegeben, welche die Bestimmungsgröfse eines 
Punktes erleidet, wenn eine Gerade in sich verschoben w^ird. Da 
aber bei der Fortsetzung der Drehung jede durch den ruhenden 
Punkt gelegte Gerade in ihre Anfangslage zurückkehrt, mufs die 
Transformation (2) elliptisch sein. Wir können daher durch eine 
einfache Umänderung von u und u' erreichen, dafs d «» ß'' = ö, 
d = — i9' s=s r wird. Dieselbe Umänderung dürfen wir mit den 
Werten von x und y, x' und y' vornehmen und können dem- 
nach, weil 7 offenbar von null verschieden ist, die Gleichungen (1) 
durch die folgenden ersetzen: 

.«s , ^ öx — ry , Tx + öy 

Jetzt suchen wir eine lineare Form Ax + By + C, welche 
durch die Transformation (3) nur mit einem gewissen Faktor 
multipliziert wird, so dafs mit der Gleichung 

Ax + By + C = auch die Gleichung Ax' + By' + C = 
verbunden ist. Mit anderen Worten: Wir fragen uns, ob im 
idealen Teile des Raumes eine Gerade liegt, welche bei der 
Drehung in sich verschoben wird. Zur Bestimmung der Gröfsen 
A, B, C dienen die Gleichungen: 

(4) Aö + Bt + Ca = A 

— Ar + Bö + Ci? = B, 
aus denen sich nur ein einziges reelles System dieser Verhältnisse 
ergiebt. Indem wir jetzt setzen: 



Ax + By + C' -^ Ax + By + C' 
folgt entsprechend: 

^/ x' ÖX — TV 

g = — 



Ax'+By'+C (A(J+Br+Cx) + (— At+B(J+C%+C' 
Unter Berücksichtigung von (4) geht diese Gleichung und 
die entsprechende für rj über in: 

g' — Ög — Tay, ^' — r§ + ÖTJ. 
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Hier ersetze ich a durch q cos Jl, r durch q sin X und denke 
mir die Bewegung wie in II § 7 unbegrenzt fortgesetzt. Dann 
mufs der Punkt in seine Anfangslage zurückkehren; es mufs also 
für gewisse Werte von q und X werden x' — x , y' =» y und 
damit auch g' = g, j^' =« ay. Das ist nur möglich für p «- 1, 
X — 2mjt bei einem ganzzahligen Werte von m. Da aber bei 
der Wiederholung der Bewegung q mit einem Exponenten, X nur 
mit einem Faktor versehen wird, so sind die Transformations- 
Gleichungen in den neuen Gröfsen: 

(6) g — g cos X — f] sin Jl, jy' = g sin Jl + jy cos X. 

Zugleich wird die Gleichung eines jeden Kreises, der den 
Anfangspunkt zum Mittel{funkt hat: 

(7) g2 + ,2_a«. 
Mit diesem Kreise hat die Gerade g = a nur den Punkt (a, 0) 
gemeinschaftlich; sie ist Tangente an ihn. Derselbe Kreis wird 
von der Geraden g = — a berührt. 

3. Da die Gröfsen g und ?] gebrochene lineare Funktionen 
von x und y sind, welche denselben Nenner haben, so werden 
auch in ihnen die. projektiven Umgestaltungen durch gebrochene 
lineare Funktionen dargestellt. Verschieben wir die Ebene längs 
der Achse »/=0, so hat die Gleichung, durch welche dieVeränderung 
von g in dieser Geraden angegeben wird, entweder die Form: 

g' — « g— « , g; ~ a _ fg — a) cos Q — ß sin q 

g-ß^^ g~/9 ß {§^a) sin Q+~ß cos q 

oder -, = h Q, 

wo a und ß feste Werte, q ein beliebiger Wert beizulegen ist; 
im ersten Fall kann die Form auch sein : g' — a '^^ q {§ — a), 
im letzten auch: g' = g + (>. 

Nun beachten wir, dafs der Kreis (7) die Gerade ^ =« in 
den beiden Punkten: g =» ± a schneidet. Verschiebt man also 
diese Gerade in sich, bis der Punkt ( — a, 0) auf den Punkt 
(0, 0) zu liegen kommt, so deckt gleichzeitig der Nullpunkt den 
Punkt (a, 0). In einer parabolischen Ebene, die wir zunächst 
betrachten, mufs also eine der beiden Gleichungen 

- — _ + p und g' — g + p 

§ — a § — a 

9* 
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bei demselben Werte von q sowohl für g «■ — a, §' =« als 
auch für g =» 0, g' «■ a erfüllt sein. Diese Forderung verlangt, 
dafs die Gleichung ist: §'*=»§ + Q- 

Nun mufs die Verschiebung einer Ebene längs einer ihrer 
Geraden durch Gleichungen von der Form: 

x'^ + X^Ti + fi' . xl±rii±£ 
^ ^ ^ ~ xg + ^, + ^ ' ^ " x^ + Xf^ + fi 
dargestellt werden. Soll darin für jy «— auch ^' =« 0, g' — g + (> 
sein, so folgt x'=a^=»l, x^^O, /i'^Qy x''=s^"=»0. 

Ein um den Anfangspunkt beschriebener Kreis, der den Kreis 
(7) umschliefst, schneidet auf den Geraden g — + a undg=— — a 
vom Berührungspunkte aus gleiche Strecken ab. Da aber fiir die 
Schnittpunkte auf beiden Geraden sich gleiche Werte von tj er- 
geben, so gehören auf diesen beiden Geraden zu gleichen Werten 
von Tj auch gleiche Strecken. Verschiebt man also die Ebene 
längs der Geraden i; — 0, bis der Punkt ( — a, 0) den Punkt 
(a, 0) deckt, so mufs wegen des oben angeführten Satzes b) 
auch die Gerade g»« — a auf die Gerade g=«a zu liegen kommen, 
und für diese beiden Geraden mufs der Wert von tj ungeändert 
bleiben. Demnach müssen sich die weiteren Konstanten in (8) 
so bestimmen lassen, dafs für g =*» — a wird g' = a, jy' = ?y. 
Da hierbei der Wert von a noch beliebig ist, nehmen die Trans- 
formations-Gleichungen die Form an: 

(9) g' - g + P, ^' - ^. 

Ebenso wird die Verschiebung längs der Geraden g = in einer 
solchen Ebene durch die Gleichungen bestimmt: 

(10) g^Ü. V'-V + Q' 

4. In einer hyperbolischen Ebene müssen, weil die Ver- 
schiebung der Geraden ?/ == in sich den Punkt ( — a, 0) in 
den Nullpunkt und zugleich den Punkt (0, 0) nach (a, 0) über- 
führt, für jeden Wert von a bei passender Wahl von q die Glei- 
chungen erfüllt sein: 

— a — a — aa — a — a , a* a* — a* 

Diese Gleichung verlangt a* =-• ß' oder o =-■ — /9 = 1. Dadurch 
gelangen wir zu der Gleichung: 

1 ~ I + öl' 



i 



Abschlufs der projektiven Geometrie. 133 

1 -f- Q 

WO wir ö = r gesetzt haben. Verbindet man mit dieser 

Gleichung ay' =« ay = 0, so müssen darin die Gleichungen (8) für 
jy = übergehen; man mufs demnach setzen: x =» fi' =» 0, 
x' = /£ = öl, X = 1, /i' = 1*. 

Nun mufs aus demselben Grunde, den wir eben für die 
parabolische Ebene entwickelt haben, für g =» — a, |' =« a, auch 
fj' SB fj erhalten werden, wo der Wert von a noch veränderlich 
ist. Dadurch gehen die Gleichungen (8) über in: 

_ 0« + ap g + 2al ^ _ (1^ - a«) iy 
^ 2ag + (1* + a2) ^ "^ 2ag + (1« + a«)' 

Setze ich noch 

2al ^,fi , 1« + a« ^, // 

irzr72 = Sh 7, also j^- -Ch f, 

so werden diese Gleichungen: 



gCh^+ ISh^ 






-^ Sh ^ + Ch ^ I Sh ^ + Ch ^ 

Jetzt bestimme ich drei Gröfsen p, u, v durch die For- 
derungen: 

| = l>^ = ^> iV-u'- v2 = l«, p«.l für g-^ = 0. 

Indem ich p', u', v' in gleicher Weise von g', tj' abhängen 
lasse, finde ich die Gleichungen: 

(11) p' — pCh ^ + y Sh ^, u' = plSh ^ + uCh ^, v' «» V, 

durch welche die Verschiebung längs der Geraden ?/ = oder 
V =-■ angegeben wird. 

In entsprechender Weise gelten für die Verschiebung längs 
der Geraden v =— die Gleichungen : 

(12) p' — pCh y + y Sh y, U' = U, v' — plSh y + vCh y. 

Die Gleichungen (6) gehen über in: 

(13) p' ssm p^ u' =» u cos a — V sin a, v' =» u sin a + v cos a. 

5. Da der Weg, den man für die Untersuchung einer ellip- 
tischen Ebene einschlagen mufs, derselbe ist wie der, welcher in 
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den beiden anderen Ebenen uns zum Ziel geführt hat, die Rech- 
nung sich aber noch einfacher gestaltet, so genügt es, das Resultat 
anzugeben. 

Wir führen drei Gröfsen p, u, v ein durch die Gleichungen: 

^^l^^'^^l' kV + u«+v««=k», p-1 für §==,-0, 

und durch die Festsetzung, dafs bei stetiger Änderung von § und 
r/ auch die Gröfsen p, u, v sich stetig ändern sollen. Dann 
werden die Transformationsgleichungen fiir die Drehung um dea 
Anfangspunkt : 

(14) p' = p, u =» u cos a — V sin a, v' = u sin a + v cos a, 
für die Verschiebung längs der Geraden v = 0: 

(15) p' — p cos r — r sin r, u' — pk sin =- + u cos r, v' — v, 
und für die Verschiebung längs der Geraden u = 0: 

(16) p — p cos ^ — r sm p u = u, V ■■ pfc sm ^ + i^ cos ^. 

6. Um den Nachweis, dafs jeder der drei Möglichkeiten, 
welche wir für die Verschiebung einer einzelnen Geraden in sich 
gefunden haben, auch für die Ebene ein abgeschlossenes Formel- 
system entspricht, zu vervollständigen, dürfte es am einfachsten 
sein, die drei verschiedenen Arten von Transformationen, welche 
wir in jedem Falle erhalten haben, mit einander zu verbinden. 
Dadurch gelangen wir jedesmal zu allgemeineren Transformationen 
und haben nur zu zeigen, dafs dadurch jede Bewegung der Ebene 
in sich dargestellt wird. Dieser Nachweis wird überaus einfach, 
wenn man einige Sätze aus der Theorie der Transformations- 
Gruppen benutzt. Für jeden, der mit dieser Theorie irgend ver- 
traut ist, bedarf der Gang des Beweises keiner Andeutung. 

Dem elementaren Charakter der Herleitung dürfte jedoch ein 
anderer Weg besser entsprechen, den wir nur für die elliptische 
Ebene darlegen wollen. 

Für die Drehung um den Anfangspunkt gelten die Glei- 
chungen : 

p' SS p^ u s== u cos a — V sin a, v »=» u sin a -|- v cos a. 

Damit verbinden wir die Drehung: 

f = p', u'' — u' cos ß — v sin /9, v =« u' sin ß + v cos ß. 
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Setzen wir diese beiden Drehungen zusammen, so müssen 
wir in die beiden letzten Ausdrücke für p', u', v' die Werte ein- 
setzen, die aus den ersten Gleichungen folgen; dadurch er- 
halten wir: 

f = p, u" = u cos (a + /9) — v' sin (a + /9), 
V = a sin (a + ^) -f V cos (a + ß). 

Nun beschreiben bei einer Drehung alle durch den ruhenden 
Punkt gehenden Geraden gleiche Winkel; die Gröfse dieses 
Winkels bestimmt die Gröfse der Drehung. Schon hieraus folgt, 
dafs die Hilfsgröfse a, welche in den ersten Gleichungen vor- 
kommt, eine Funktion des Drehungswinkels ist. Da aber bei der 
Zusammensetzung zweier Drehungen einerseits, wie die Geometrie 
lehrt, die Drehungswinkel sich addieren, andererseits, wie wir 
gesehen haben, die Hilfsgröfsen a und ß sich ebenfalls zu ihrer 
Summe vereinigen, so mufs die Summe a dem Drehungswinkel 
proportional sein. Für A = ^ wird g' = — g, ^' = fjy oder der 
Drehungswnnkel wird gleich zwei Rechten. Demnach mufs die 
Gröfse a gleich dem Winkel sein, welcher bei der entsprechenden 
Drehung von jeder durch den Anfangspunkt gehenden Geraden 
beschrieben wird. 

In ähnlicher Weise betrachten wir jetzt die Verschiebung 
längs der Geraden v =« 0. Mit der Transformation 

p' =as p cos r — r sin ^ u' = pk sin r + v cos p V = v. 

verbinden wir die weitere: 

p = p' cos r — r sm p u ^«» p k sm ^ + v cos p v — v . 

Dann wird (p", u, v) durch (p, u, v) ausgedrückt, wenn 
man nur in den ersten Gleichungen X durch 2, -{- fi ersetzt. Nun 
wird jeder Punkt der Geraden v «= um dieselbe Strecke ver- 
schoben; wir dürfen also aus der Art der Zusammensetzung 
zweier Verschiebungen schliefsen, dafs die Gröfse X dieser Strecke 
proportional ist. Da endlich über die Gröfse k noch verfügt 
werden kann, so dürfen wir die Hilfsgröfse X geradezu gleich der 
Strecke setzen, welche irgend ein Punkt der Geraden bei dieser 
Verschiebung beschreibt. 

Ist diese Strecke gleich e, so gelangt der Anfangspunkt in 
einen Pufikt der Geraden v = 0, der von ihm die Entfernung e 
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hat. Da aber für Jl=-»e, p=»l, u = v==0 wird p' ==« cos r> 
u' — k sin r, so hat derjenige Punkt der Geraden v — ■ 0, wel- 
cher vom Anfangspunkte den Abstand e hat, die Koordinaten 

cos r, k sin r» "• 
k k 

Führen wir eine Drehung um den Punkt (1, 0, 0) aus und 

e e 

beachten die Lage, welche der Punkt (cos r, k sin r, 0) hierdurch 

erlangt, so finden wir für einen Punkt, der vom Anfangspunkte 
den Abstand e hat und dessen Verbindungsgerade mit dem An- 
fangspunkte zur Geraden u — unter dem Winkel a geneigt ist,, 
die Koordinaten: 

e . e . e . 

p ^=3 cos r, u = k sin r cos a, v == k sin ^ sin «. 

Ein Punkt, der auf der Achse u «« liegt und vom Anfangs- 
punkte (und damit auch von der andern Achse) den Abstand a 

a . a 

hat, besitzt die Koordinaten: p =» cos r, u=*=0, v = ksini» 

Indem wir jetzt eine Verschiebung längs der Achse v = aus- 
fuhren und dabei jeden Punkt der Achse um die Strecke b fort- 
bewegen, erlangt der Punkt f cos p 0, k sin r j die Lage, welche 

durch die Koordinaten ( cos r cosp, k cos , sin =-, k sin r 
bestimmt ist. 

Nun ändert sich bei dieser Verschiebung der Abstand von 

a 

der Achse v = nicht; somit ist allgemein v — k sin r? wenn 

a den Abstand von der Geraden v ■— angiebt. Eine ent- 
sprechende Bedeutung hat die Koordinate u. Indem wir endlich 
die verschiedenen Werte vergleichen, die wir für p und v er- 
halten haben, folgt der Satz: 

Sind a und b die Katheten, e die Hypotenuse eines recht- 
winkligen Dreiecks, in welchem der Seite a der Winkel a gegen- 
überliegt, so gelten die Formeln: 
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e a b . a . e . 

cos r = cos r cos , , sm r ==* sin =- sin a. 
k k k k k 

Demnach können wir jetzt auf dem in I § 15 (B. 1. S. 42 — 49) 

angegebenen Wege die Trigonometrie herieiten und gelangen zu 

dem in I § 21 (B. 1. S. 70 — 72) aufgestellten analytischen System. 

In ganz entsprechender Weise behandeln wir die beiden an- 
deren Fälle; wir erhalten also dieselben Möglichkeiten, welche 
wir im ersten Abschnitte unter anderem durch Betrachtung un- 
endlich kleiner Dreiecke hergeleitet haben. 

7. Da die vorangehende Entwicklung uns die trigonome- 
trischen Formeln geliefert hat, so ist es nicht mehr nötig, die 
Bewegung räumlicher Gebilde eigens zu untersuchen. Wir möchten 
nur darauf hinweisen, dafs es nicht notwendig ist, zuerst die 
Ebene zu untersuchen, und dafs man mit gleicher Leichtigkeit 
den Raum sofort der Untersuchung zu Grunde legen kann. Dabei 
benutzt man etwa folgende Sätze: 

a) Die Punkte, welche von einem festen Punkte gleichen 
Abstand haben, liegen auf einer Fläche, der Kugel, welche von 
jeder durch den festen Punkt gelegten Ebene in einer geschlossenen 
Linie geschnitten wird. 

b) Bei der Ruhe einer Geraden ist noch Bewegung möglich; 
dann beschreibt jeder Punkt, der dieser Geraden nicht angehört^ 
einen Kreis. 

c) Auf allen Tangenten einer Kugel schneidet jede konzen- 
trische, die erste umschliefsende Kugel vom Berührungspunkte 
aus gleiche Strecken ab. 

d) Alle Geraden, welche eine Kugel in demselben Punkte 
berühren, liegen auf einer Ebene, der Tangentialebene des Punktes. 

e) Durch Verschiebung längs eines Durchmessers kann man 
die Tangentialebene des einen Endpunktes mit der des andern 
zur Deckung bringen. 

Aus der vorigen Untersuchung nehme man den Satz herüber, 
dafs der Kreis eine Kurve zweiter Ordnung ist. Da hiernach die 
Kugel von jeder Ebene in einem Kegelschnitt geschnitten wird, 
so folgert man, dafe sie selbst eine Fläche zweiter Ordnung ist. 
Demnach kann man ihre Gleichung, indem man den festen Punkt 
zum Anfangspunkte der Koordinaten nimmt, auf die Form bringen : 

P + ri^ + 5' — a». 
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Der Drehung um die Gerade ?; — g — entspricht die Trans- 
formation : 

g' = I, /;' =» jy cos a — g sin a, g' »« ^ sin a + S cos a. 

Die weitere Entwicklung kann genau in der früher ange- 
gebenen Weise durchgeführt werden. Für einen parabolischen 
Raum zeigt sich, dafs g, ^, g geradezu die Cartesischen Koordi- 
naten sind. Für einen elliptischen Raum führe man vier neue 
Gröfsen p, u, v, w durch die Gleichungen ein: 

g _ ^, , = X, g _ ^, k*p« + u* -f V« -f w« - k^ 

In ähnlicher Weise verfährt man für eine hyperbolische 
Raumform. Dann bleibt die Behandlung ungeändert und führt 
auch zu denselben Ergebnissen. 

§ 6. 
Projektivität und Bewegung». Absohliefsende Untersuchung. 

Der folgende Paragraph versucht einerseits die im voran- 
gehenden Paragraphen gemachten Voraussetzungen auf ihr ge- 
ringstes Mafs zurückzuführen; andererseits knüpft er an § 4 an, 
indem er ebenfalls die Metrik projektiv begründet, und zwar 
wiederum durch geeignete Beschränkung der allgemeinen projek- 
tiven Gruppe. 

1. Der Kürze des Ausdrucks wegen empfiehlt es sich, jede 
Zuordnung von Raumteilen, bei der im allgemeinen jeder Punkt 
einem Punkte, jede Linie einer Linie und jede Fläche einer Fläche 
entspricht, eine Bewegung zu nennen. Dann werden wir die- 
jenigen Zuordnungen, durch welche kongruente Raumgebilde auf 
einander bezogen werden, als starre Bewegungen bezeichnen. 
Indem wir diese Ausdrücke gebrauchen, liegt die Frage nahe: 
Welche Eigenschaften müssen wir den allgemeinen Bewegungen 
beilegen, um zu den starren Bewegungen zu gelangen.^ 

Um diese Frage zu beantworten, glaube ich an erster Stelle 
die Forderung aufstellen zu sollen: Wenn zwei Gebilde demselben 
dritten Gebilde kongruent sind, so sind sie auch unter einander 
kongruent. 

Diese Forderung kann auch in folgender Form ausgesprochen 
werden : 
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Eine Bewegung beziehe einen Raumteil I aut einen Raum- 
teil II, eine andere den Raumteil II auf einen Raumteil III; dann 
soll es auch möglich sein, den Raumteil I auf den Raumteil III 
durch eine Bewegung zu beziehen. 

Ohne diese oder eine entsprechende Annahme, die so selbst- 
verständlich erscheint, dafs sie fast nie ausdrücklich erwähnt wird, 
ist es nicht möglich, irgend einen Kongruenzsatz anzuwenden. 
Andererseits mufs man diese Voraussetzung zu beliebigen An- 
nahmen über die Bewegung noch hinzufügen, wenn man in der 
Geometrie die Bewegung benutzen will. 

Die projektive Geometrie wird gut thun, an zweiter Stelle 
die Annahme zu machen: 

Jede Bewegung der geforderten Art läfst das System der 
Geraden und Ebenen unverändert. 

Hiernach soll jede Gerade in eine Gerade, jede Ebene in 
eine Ebene übergeführt werden. Zu dem Ende genügt es anzu- 
nehmen, dafs jede Ebene wieder in eine Ebene übergeht. Denn, 
wenn man mehrere Ebenen betrachtet, die sich in derselben 
Geraden schneiden, so werden sie durch die Bewegung in Ebenen 
verwandelt, die ebenfalls eine Gerade gemeinschaftlich haben; 
somit entspricht jeder Geraden wieder eine Gerade. Indem wir 
den früher eingeführten Begriff der KoUinealität benutzen, können 
wir unsere zweite Forderung auch in folgender Weise aussprechen : 
Die Zuordnung der Punkte, welche durch eine starre Bewegung 
vermittelt wird, soll eine kollineare Verwandtschaft sein. 

Benutzen wir zur Darstellung der Punkte des Raumes pro- 
jektive homogene Koordinaten, so sagt die zweite Forderung, 
dafs das Resultat jeder starren Bewegung durch homogene lineare 
Gleichungen zwischen den Koordinaten dargestellt wird. Da die 
erste Forderung für sich verlangt, dafs die analytische Darstellung 
der starren Bewegungen eine Transformations- Gruppe im Lieschen 
Sinne bildet, so verbinden sich die beiden angegebenen Voraus- 
setzungen dahin, dafs die Gesamtheit der starren Bewegungen 
durch eine projektive Gruppe einer dreifach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit dargestellt wird. 

Unsere Aufgabe besteht also jetzt darin, solche Eigenschaften 
der in § 4 gefundenen Gruppe 

XqPx — kpoXx, pixx — pxXt (£, X — 1, 2, 3) 
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anzugeben, durch welche sie sich von allen übrigen projektiven 
Gruppen unterscheidet. 

2. Die soeben aufgestellten Forderungen liegen auch den im 
vorigen Paragraphen durchgeführten Untersuchungen, sowie über- 
haupt denen des ersten und zweiten Abschnitts zu Grunde. Zudem 
haben wir dort die Annahme gemacht: 

Es ist möglich, jede Ebene in sich zu bewegen, während 
irgend einer ihrer Punkte in Ruhe gehalten wird; dann bewegt 
sich aber jeder andere Punkt der Ebene nur noch in einer ge- 
schlossenen Linie. 

Dafs diese Forderung in Verbindung mit den beiden ersten 
für unsern Zweck genügt, haben wir mehrmals bewiesen. Es 
würde also nicht erlaubt sein, weitere Forderungen, etwa über die 
Erhaltung gewisser Winkel, beizufügen. Im Gegenteil müssen 
wir fragen, ob die dritte Forderung nicht bereits zu weit geht 
und ob sie nicht durch enger begrenzte Voraussetzungen ersetzt 
werden kann. Denn man erkennt sehr leicht, dafs in der letzten 
Forderung aufserordentlich viele Einzelforderungen zusammen- 
gefafst sind. Erstens wird die angegebene Eigenschaft allen Ebenen 
beigelegt, und diese bilden eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltig- 
keit; zweitens kann in einer Ebene noch jeder Punkt in Ruhe 
gehalten werden, und endlich bildet die Gesamtheit der Linien, 
in denen sich bei der Ruhe eines Punktes die übrigen Punkte 
der Ebene bewegen, eine einfach unendliche Schar. So umfafst 
die dritte Voraussetzung eine sechsfache Unendlichkeit von Einzel- 
forderungen. 

Nun folgt aus den beiden ersten Forderungen, wie wir schon 
erwähnt haben, dafs die Gesamtheit der starren Bewegungen 
analytisch durch eine projektive Gruppe des Raumes dargestellt 
wird. Die Zahl der wesentlich verschiedenen projektiven Gruppen 
des dreidimensionalen Raumes ist aber eine endliche; man kann 
also jede einzelne dadurch vollständig bestimmen, dafs man ihr 
eine endliche Zahl von Eigenschaften beilegt. Somit genügt auch 
eine endliche Zahl von Bedingungen, um diejenige projektive 
Gruppe des Raumes zu charakterisieren, durch welche die starren 
Bewegungen dargestellt werden können. 

Ehe wir dazu übergehen, ein derartiges System von For- 
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derungen anzugeben, wollen wir einige projektive Gruppen der 
Ebene und des Raumes einer nähern Untersuchung unterziehen. 

3. Satz. Wird bei der Ruhe eines Punktes durch eine ein- 
gliedrige projektive Gruppe eine Ebene so in sich bewegt, dafs 
ein zweiter Punkt in einer geschlossenen krummen Linie bewegt 
wird, so bewegt diese Gruppe jeden Punkt in einer geschlossenen 
Linie. 

Wir betrachten eine eingliedrige projektive Gruppe, bei welcher 
ein Punkt A in Ruhe bleibt und ein zweiter Punkt B in einer 
geschlossenen Linie bewegt wird. Dabei ist es angebracht voraus- 
zusetzen, dafs nicht blofs die Punkte A und ß, sondern auch alle 
Lagen, welche der Punkt B bei den Transformationen der Gruppe 
erhält, dem Gebiet angehören, das wir von vorn herein unserer 
Untersuchung zu Grunde gelegt haben. Damit wird auch ver- 
langt, dafs der Punkt B sich nicht in einer geraden Linie bewegt. 
Es ist also nicht rein willkürlich, dafs wir in unserm Lehrsatz 
die Bahn des Punktes B als krummlinig vorausgesetzt haben. Wir 
wollen jetzt zeigen, dafs jede projektive Gruppe, welche dieser 
Forderung für den Punkt B genügt, alle Punkte der Ebene in 
geschlossenen Linien bewegt und dafs alle Punkte zugleich ihre 
Anfangslage wieder annehmen. 

Zum Beweise legen wir durch den Punkt A die beiden Achsen 
xi = und xg = und zeigen auf die bereits im vorletzten Para- 
graphen (S. 119) durchgeführte Weise, dafs die unendlich kleine 
Transformation, aus der die genannte eingliedrige Gruppe her- 
vorgeht, in der Form 

P1X2 — P2X1 + Ipoxo 
dargestellt werden kann. Bei der Bewegung, welche dieser Gruppe 
entspricht, bleibt nicht nur die Gerade xo «» in sich, sondern 
jeder ihrer Punkte kehrt auch in seine Anfangslage zurück. Da 
aber angenommen ist, dafs der Punkt B sich in einer krummen 
Linie bewegt, so ist es notwendig, die Bahnkurve für irgend einen 
anderen Punkt der Ebene zu untersuchen. Zu dem Ende schreiben 
wir die vorstehende unendlich kleine Transformation in der Form 

P1X2 — P2X1 — 1 (piXi + P2X2), 

durch welche die beiden Differentialgleichungen vertreten werden; 

dxi . dx2 



dt 



X2 



Ixi, 



dt 



= — Xi — Ixi . 
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Hier führe man die beiden Variabein r und u vermittels der 
Gleichungen ein: 

Xi =a r sin u, x« = r cos u. 

Alsdann nimmt die Gleichung der Linie, in der sich ein 
Punkt bewegt, die Form an: 

relu = C. 

Für C = wird nur der ruhende Punkt dargestellt. Soll 
die durch diese Gleichung bei irgend einem andern Werte von C 
bestimmte Gleichung geschlossen sein, so mufs der Koefficient l 
verschwinden. Dann bewegen sich aber alle Punkte in geschlossenen 
Kurven, wie im Lehrsatze behauptet wurde. 

4. Indem wir die soeben benutzten Punkte A und B bei- 
behalten, suchen wir diejenigen projektiven Gruppen der Ebene, 
welche folgenden Bedingungen genügen: 

a) Bei der Ruhe des Punktes A soll sich der Punkt B in 
einer einzigen geschlossenen krummen Linie bewegen; 

b) die Gruppe gestattet eine Bewegung des Punktes A. 
Wie wir bewiesen haben, enthält die gesuchte Gruppe eine 

infinitesimale Transformation, der wir bei passender Wahl der 
Koordinaten die Form geben können: 

Pix, — P2X1. 

Da der Punkt (1, 0, 0) nicht bei allen Transformationen der 
Gruppe in Ruhe gehalten wird, so mufs die Gruppe noch eine 
unendlich kleine Transformation enthalten: 

Po 22ixXx + xo I^hxxx + ^CixpiXx, 0, X == 1, 2) 
worin die Koefficienten bi und b2 nicht beide verschwinden. 
Wie wir in § 4, 2 bewiesen haben, sind jetzt drei Fälle möglich: 
entweder ist die Gruppe die allgemeine projektive Gruppe der 
Ebene oder sie ist dreigliedrig und enthält die drei Transforma- 
tionen P1X2 — P2X1, aopoXi + büPiXo, aoPoXj + bop2Xo, wo der 
Koefficient bo nicht verschwindet, oder die Gruppe ist viergliedrig 
und wird durch die Transformationen piX2 — P2X1, piXo, pgXo, 
PoXo bestimmt. Der erste und der dritte Fall sind auszuschliefsen, 
da sie verlangen würden, dafs bei der Ruhe von A der Punkt B 
noch jede beliebige Lage annehmen könnte. Es bleibt also nur 
der zweite Fall. Da man zudem bo = 1, ao = — k setzen darf, 
enthält die verlangte Gruppe die drei Transformationen 
(0 PiX« — pgXi, piXo — kpüXi, P2X0 — kpoX2, 
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und keine weitere davon unabhängige Transformation. Demnach 
sind wir auf folgenden Satz geführt: 

Wenn eine projektive Gruppe der Ebene die Eigenschaft hat, 
dafs bei der Ruhe eines festgewählten Punktes, der durch Trans- 
formationen der Gruppe noch bewegt werden kann, für einen 
zweiten, ebenfalls willkürlich aber fest gewählten Punkt die Be- 
wegung nur in einer einzigen geschlossenen krummen Linie 
möglich ist, so ist die Gruppe dreigliedrig und wird durch die 
Transformationen (1) bestimmt. Dann kann man die Ebene noch 
in sich verschieben, während irgend ein anderer Punkt in Ruhe 
gehalten wird; hierbei beschreiben jedesmal die bewegten Punkte 
geschlossene Linien. 

Die Konstante k in (1) kann noch jeden beliebigen Wert 
annehmen. Solange wir aber nur die Ebene für sich betrachten, 
kommt es nur auf das Vorzeichen, aber nicht auf die Gröfse 
dieser Konstanten an, da wir xo durch ax© ersetzen dürfen, wofern 
wir auch api für pi und ap^ für p^ schreiben. Wesentlich ver- 
schieden sind also nur die drei Fälle, dafs k gleich null oder 
positiv oder negativ ist. Wofern wir in einer Ebene nur die 
durch die Transformationen (1) bestimmte Gruppe betrachten, 
wollen wir in Ermangelung eines passenden Ausdrucks die Ebene 
selbst für k = eine parabolische, für k > eine elliptische und 
für k < eine hyperbolische Ebene nennen. 

5. Angenommen, im Räume gebe es eine Ebene von der 
in der vorigen Nummer betrachteten Eigenschaft. Indem wir sie 
zur Ebene xj =» wählen, enthält diejenige Gruppe, durch welche 
die Umgestaltungen des Raumes angegeben werden, die drei Trans- 
formationen : 

xs (aoPo + aipi + a2p2 + ajpa) -f piXg — P2X1 

(^) X3 (boPo + bipi + hiPi 4. baps) + piXo — kpoXi 
X3 (coPo + Cipi -f C2P2 + Csps) + P2X1 — kpoX2. 

Wir wollen untersuchen, ob sich nicht bereits aus dem Vor- 
kommen dieser drei Transformationen Folgerungen ziehen lassen, 
und beschränken uns zunächst auf den Fall, dafs der Koefficient k 
von null verschieden ist. 

Indem wir unter dieser Annahme je zwei der Transforma- 
tionen (2) mit einander kombinieren, erhalten wir eine Trans- 
formation, die jedesmal mit der dritten grofse Ähnlichkeit hat. 
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aber kein Glied mit psXs enthält. Demnach kommen in der 
Gruppe auch Transformationen vor, welche die in (2) angegebene 
Form für as =s bs =» Cs = besitzen. Es ist also gestattet, diese 
Annahme für die Ausdrücke (2) selbst zu machen. 

Soll jetzt jedesmal durch Kombination zweier Transforma- 
tionen (2) die dritte erhalten werden, so mufs offenbar sein: 

(3) ao = b, — Ci = 0, b« — kag, Co — — kai, C2 = bi. 

Wenn diese Bedingungen nicht sämtlich erfüllt sind, so er- 
hält man durch Subtraktion der neu gewonnenen von der ent- 
sprechenden Transformation (2) eine Transformation: 

xs (eoPo + eipi + egp«), 

worin mindestens einer der Koefficienten eo, ei, eg von null ver- 
schieden ist. Diese neue Transformation kann man aber wieder 
mehrmals mit den drei Transformationen (2) kombinieren und 
erkennt, dafs die drei Transformationen xspo, xjpi, xspa der 
Gruppe angehören. Indem man diese je mit einem passenden 
Koefficienten multipliziert und von den Transformationen (2) 
abzieht, erkennt man, dafs in der Gruppe die Transformationen 
{1) vorkommen. Zudem kann noch die Transformation x^ps 
hinzutreten. 

Hiernach ergeben sich für die Gesamtheit der Transforma- 
tionen, bei denen die Ebene xs = in der angegebenen Weise 
und unter der Annahme k ^ in sich verschoben wird, vier 
Möglichkeiten: sie bilden entweder eine dreigliedrige oder eine 
viergliedrige oder eine sechsgliedrige oder eine siebengliedrige 
Gruppe. Jede dieser Gruppen enthält bei passender Wahl der 
Koordinaten die Transformationen (1); zu ihnen tritt im zweiten 
Falle die Transformation psXa, im dritten Xapo, xgpi, X5p2 und 
im letzten aufser diesen dreien noch xjpj. 

So interessant es auch wäre, jede der verschiedenen Mög- 
lichkeiten für sich zu verfolgen und zu untersuchen, welche weitern 
projektiven Transformationen man jedesmal mit den angegebenen 
verbinden kann, wofern man nur an der Forderung festhält, dafs 
die Ebene xs == nur auf die bezeichnete Weise in sich bewegt 
werden kann, müssen wir doch davon Abstand nehmen, weil 
diese Untersuchung für die Erledigung unserer nächsten Aufgabe 
nicht unbedingt notwendig ist. 
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6. Wir fügen die Annahme bei, dafs eine weitere durch 
den Punkt A gehende Ebene bei der Ruhe dieses Punktes noch 
in sich verschoben werden kann, und dafs hierbei für einen fest- 
gewählten zweiten Punkt die Bewegung auf eine einzige ge- 
schlossene Linie beschränkt ist. Unter dieser Annahme sind, wie 
wir jetzt nachweisen wollen, die drei letzten Möglichkeiten aus- 
geschlossen; es müssen also die drei Transformationen (2) eine 
dreigliedrige Untergruppe bilden, und nur die ihr angehörenden 
Transformationen bewegen die Ebene X3 =« in sich. 

Zum Beweise gehen wir von den Transformationen (2) aus. 
Wenn dies nicht die einzigen von einander unabhängigen Trans- 
formationen sind, bei denen die Ebene X3 = in sich bewegt 
wird, so müssen zu ihnen entweder die Transformationen poXg, 
P1X3, P2X3 oder P3X8 allein oder die letzte in Verbindung mit den 
drei ersten hinzutreten. Sobald wir nachgewiesen haben, dafs 
diese letzten drei Möglichkeiten ausgeschlossen sind, wissen wir, 
dafs die Transformationen (2) eine Untergruppe bestimmen und 
zwar die einzige, bei deren Transformation die Ebene X3 =« in 
sich bewegt wird. 

Nun ist in der Darstellung (2) der Ebene X2 = keine 
weitere Beschränkung auferlegt, als dafs sie durch den Punkt A 
geht. Wir können daher die zweite Ebene, die wir auf die an- 
gegebene Weise in sich verschoben werden lassen, zur Ebene 
X2 = wählen. Demnach enthält die Gruppe folgende Trans- 
formation: 

(4) X2 (AoPo + -ilPl + ^•2P2 + -i3P8)+Xi (^MoPo + i^li Pi -\r fis^fi) 

+ X3 (i'oPo + »'iPi + ^sPs). 
Damit ein Punkt der Ebene bei der aus dieser infinitesimalen 

Transformation hervorgehenden eingliedrigen Gruppe eine ge- 
schlossene Linie beschreibt, mufs der Ausdruck 

(i^i — ^3)* + 4 fi^vi 
einen negativen Wert haben. Nun kann aber diese Diskriminante 
jedenfalls einen positiven Wert erhalten, sobald einer der vier 
Koefficienten jMi, ^s, ri, v^ ganz willkürlich gewählt werden kann. 
Hiernach darf die Gruppe neben der Transformation (4) jeden- 
falls keine der vier Transformationen xipi, xips, X3P1, xspg ent- 
halten, weil man diese sonst mit einem beliebigen Faktor multi- 
plizieren und zu (4) hinzufügen dürfte. Sobald aber die Ebene 

Kill in 9, Grnndlagren der Oeonietrie. II. 10 
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xs s» noch durch Transformationen in sich bewegt wird, die 
von den in (2) aufgestellten unabhängig wird, enthält die Gruppe 
die Transformationen xsps und xspi oder eine von ihnen. Man 
kann daher mindestens einen der Koefficienten Vi und v^ will- 
kürlich wählen und so die Diskriminante positiv machen, was 
mit unserer Forderung unvereinbar ist. 

Sobald also irgend eine zweite durch A gelegte Ebene eine 
Bewegung der angegebenen Art gestattet, gehören alle Trans- 
formationen, durch welche die zuerst gegebene Ebene xs =« in 
sich bewegt wird, der durch die drei Transformationen (2) be- 
stimmten Untergruppe an. Hierin sind die Koefficienten as, bs,. 
Ca gleich null; zwischen den übrigen Koefficienten bestehen die 
Bedingungen (3). Es ist infolge dessen möglich, das Koordinaten- 
system so zu wählen, dafs die Transformationen (2) die Form (1) 
annehmen. 

7. Es dürfte angebracht sein, die Gesamtheit der durch diese 
Untergruppe hervorgerufenen Bewegungen etwas näher zu be- 
trachten. 

Da durch die Transformationen (1) die Form 

I* + xf + x| + x| 

ungeändert bleibt und das Zeichen pg darin nicht vorkommt, so 
werden für beliebige Werte von (i alle Flächen des Büschels 

(5) I + xf + xH- fixl - 

in sich verschoben. Jede Ebene, welche eine dieser Flächen be- 
rührt, bleibt bei allen Transformationen der Untergruppe Tan- 
gentialebene an dieselbe Fläche. 

Soll durch eine Transformation der Gruppe (1) der Punkt 
(1, 0, 0, 0) in Ruhe bleiben, so mufs sie der aus piX2 — p^xi 
hervorgehenden eingliedrigen Untergruppe angehören. Daher 
bleibt jeder Punkt der Geraden xi =X2 =0 in Ruhe; alle Punkte 
des Raumes bewegen sich in geschlossenen Linien und nehmen 
gleichzeitig die Anfangslage wieder ein. Jede Ebene, die eine 
der Flächen (5) in einem Schnittpunkte mit der Geraden xi«=X2=0 
berührt, deren Gleichung man also bei beliebigem Werte von a 
in der Form xj = axo schreiben kann, wird bei dieser Bewegung 
in sich verschoben. 
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Nun kann man aber, wie sich aus 3. ergiebt, so lange nur 
die Umgebung des Punktes A betrachtet wird, jeden Punkt der 
Ebene xs = zum Anfangspunkte des Koordinaten - Systems 
machen und dann noch immer den Transformationen, durch 
welche die Ebene umgestaltet wird, die Form (1) geben. Die 
soeben gezogene Folgerung gilt also auch, wenn man von irgend 
einem anderen Punkte der Ebene ausgeht: bei seiner Ruhe werden 
alle Punkte einer Geraden sich nicht bewegen; die Tangential- 
ebene, die in einem Schnittpunkte dieser Linie mit einer Fläche 
(5) an sie gelegt wird, wird in sich verschoben; alle Punkte des 
Raumes legen geschlossene Bahnen zurück. 

Dasselbe erkennt man in folgender Weise: Die Punkte 
(So • §1 • 1« • xs) bleiben bei festen Werten von go> gi, §2 und 
beliebigen Werten von xj in Ruhe, wenn der Raum derjenigen 
eingliedrigen Gruppe unterworfen ist, deren infinitesimale Trans- 
formation durch das Symbol 

kgo (P1X2 — P2X1) + §2 (poXi — kpiXo) — gl (poXg — kpaXo) 
bezeichnet wird. Zugleich wird hierbei die Ebene 

kgoXo + §1X1 -f §2X2 + 0x3 = 
für jeden beliebigen Wert von a in sich verschoben. 

Beim Beweise dieser Sätze ist vorausgesetzt, dafs der Koeffi- 
cient k von null verschieden ist und dafs die Untergruppe, bei 
deren Transformationen die Ebene X3 = in sich bewegt wird, 
nur drei Parameter enthält. Wir bemerken aber, dafs die Ände- 
rungen, welche diese Sätze erleiden, \vofern die genannte Unter- 
gruppe mehrgliedrig ist, sich leicht angeben lassen. 

8. Bevor wir weitergehen, wollen wir die gemachten Voraus- 
setzungen und die daraus gezogenen Folgerungen nochmals kurz 
überblicken. 

Durch einen Punkt A, dessen Bewegung durch die Gruppe 
gestattet ist, legen wir eine Ebene X3 = und nehmen an, dafs 
sie bei der Ruhe von A noch bewegt werden kann, dafs aber 
hierbei ein Punkt B dieser Ebene nur eine einzige geschlossene 
krumme Linie beschreibt. Die Bewegung dieser Ebene wird durch 
die Transformationen (1) bestimmt. Nehmen wir an, dafs hierin 
der Koefficient k von null verschieden ist, und fügen wir die 
Voraussetzung hinzu, dafs eine weitere durch A gelegte Ebene 
bei der Ruhe von A in sich verschoben >verden kann, und dafs 

10* 
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auch bei dieser Bewegung fiir einen Punkt C der zweiten Ebene 
nur eine einzige, und zwar eine geschlossene Bahnkurve möglich 
ist, so folgt, dafs bei der zuerst betrachteten Bewegung zugleich 
mit dem Punkte A noch die Punkte einer Geraden, die durch 
die in sich verschobene Ebene und den Punkt A bestimmt ist, 
in Ruhe gehalten werden. Demnach ist es jetzt gestattet zu 
fordern, dafs die zweite Ebene durch diese Gerade hindurchgeht. 
Bringen wir jetzt die Transformationen (2) auf die Form (1), 
so bleibt mit dem Punkte (1, 0, 0, 0) die Gerade xi «. xj — 
in Ruhe; somit dürfen wir die Ebene xg = mit derjenigen 
Ebene zusammenfallen lassen, die wir an zweiter Stelle betrachtet 
haben. Wir nehmen daher an, dafs der Gruppe aufser den Trans- 
formationen (1) noch die Transformation (4) angehört, und dafs 
zwischen ihren Koefificienten die Bedingung besteht: 

(6) (^1 -vzy + 4:(i^v, <0. 
Die Transformation (4) schreiben wir in der Form : 

Ps ^ZxXx + X3 JShxpx + ÜCixpiXx, 0, X — 0, 1, 2), 

wobei wir wegen der Bedingung (6) voraussetzen, dafs ai und 
bi beide von null verschieden sind und entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben. Wenn jetzt der Koefficient k gleich eins ist, so 
können wir unter Vertauschung der Marken und 3 den in 
§ 4, 2 bewiesenen Satz anwenden. Weil aber für die dort ein- 
geführten Konstanten ao und b« die Beziehung besteht: ao : bo 
= ai : bi, so müssen drei neue Transformationen hinzutreten, 
die sich durch leichte Änderung von xs in die Form bringen 
lassen : 

(7) psXo — PoXs, PsXi — piXs, pgXg — P2X3. 

Nun benutzte unsere in '§ 4, 2 durchgeführte Untersuchung 
nur formelle Rechnungen, ohne die Realität zu berücksichtigen. 
Wir dürfen daher, wenn nur k von null verschieden ist, Xo durch 

Xo/k und entsprechend po durch ^^ ersetzen. Dadurch gelangen 

wir jetzt zu den Transformationen (7), in denen wir, um zu den 
Formen (1) zurückzukehren, die umgekehrte Substitution machen 
müssen. Demnach sind mit den Transformationen (1) noch die 
Transformationen zu verbinden: 

(8) P3X0 — kpoXs, psXi — P1X3, P8X3 — psXg. 
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Die Gruppe kann keine von den sechs Transformationen (1) 
und (8) unabhängige Transformation enthalten, weil sie sonst 
die allgemeine projektive Gruppe sein würde und demnach jede 
der beiden betrachteten Ebenen auch noch auf andere Weise in 
sich verschoben werden könnte. 

Die Transformationen (1) und (8) bestimmen diejenige 
Gruppe, von der wir im vorigen Paragraphen erkannt haben, dafs 
sie zu der starren Bewegung des metrischen Raumes pafst. In- 
dessen ist bei der Herleitung noch die Annahme gemacht, dafs 
die in den Ausdrücken (1) auftretende Konstante k von null ver- 
schieden ist. Wir müssen also jetzt auch noch den Fall be- 
trachten, dafs die Konstante k gleich null ist. 

9. Wenn die Verschiebung der Ebene X3 =» in sich durch 
die Transformationen (1) für k = bestimmt wird, so enthält 
die Gruppe der räumlichen Umgestaltungen die Transformationen : 
xipi — X2P1 -h xs (aopo + aipi + a2p2 + asps) 
(9) xopi + Xs (bopü + bipi + baps + bsPs) 

X0P2 + X3 (copo + Cipi + C2P2 + CaPs). 

Indem man die erste Transformation mit jeder der beiden 
anderen kombiniert, erhält man jedesmal eine Transformation, die 
in ihrer Form der dritten ähnlich ist, aber kein Glied mit xsps 
enthält. Demnach dürfen wir annehmen, dafs die Koefficienten 
bs und Cg gleich null sind. 

Sollen unter dieser Voraussetzung die drei Transformationen 
(9) eine dreigliedrige Gruppe bestimmen, so müssen die Be- 
dingungen erfüllt sein: 
flO^ Co+asbo— 0, bo— asCo=0, ao+asbi-f bj-fci— 
^ ^ a3b2— b, -fc2=0, a3Ci-fc2 — bi=0, ao+a3b2— b2— Ci=«0. 

Wenn nicht, wie es die beiden ersten Gleichungen verlangen, 
bo — Co «= ist, so enthält die Gruppe eine Transformation 
Xo (coPo + Cipi -|- e^pg), worin der Koefficient e^ nicht ver- 
schwindet. Wie sich dann durch wiederholte Kombination mit 
(9) zeigt, mufs die Gruppe die Transformationen Xgp^, Xgp^, 
XgPj enthalten. Wenn aber die Koefficienten b^ und c^ ver- 
schwinden, ohne dafs die letzten Gleichungen (10) befriedigt 
werden, so kommen in der Gruppe die Transformationen Xgp^ 
und X3P2 vor. Wir können daher sagen: Wenn die Transfor- 
mationen (9) nicht eine Untergruppe bestimmen, so ist mit ihnen 
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die Transformation XgPg oder es sind Xgp^ und Xgp^ oder diese 
drei Transformationen verbunden. 

Jet2t fügen wir wieder die Annahme liinzu, dafs aufser der 
Ebene Xg = noch eine weitere durch den Punkt (1, 0, 0, 0) 
gelegte Ebene bei der Ruhe dieses Punktes in sich verschoben 
werden kann und dafs dabei die Bewegung, wenigstens für einen 
Punkt, auf eine geschlossene krumme Linie beschränkt ist. Dann 
kann man die in 5. durchgeführte Untersuchung anwenden und 
findet, dafs die neue Annahme nur gültig sein kann, wenn die 
Transformationen (9) eine dreigliedrige Untergruppe bestimmen 
und wenn nur die ihr angehörenden Transformationen gestatten, 
die Ebene x, = in sich zu bewegen. 

10. Die Gleichungen (10) verlangen, wie bereits bemerkt, 
dafs b^ =» Cq = ist. Im übrigen aber kann man ihnen auf 
zwei verschiedene Weisen genügen, nämlich 

a) für ag — a^ — 0, c, =- b^, c^ + b^ = 0. 

b) für a^ + agbi = 0, b^ = c^ =- 0, Cg = b^. 

Durch eine leichte Änderung der Koordinaten kann man den 
Transformationen (9) im ersten Falle die Form geben: 

(11) X1P2 — XgPi, XoPi — Ixgp^, X0P2 + IxgPi; 
im zweiten Falle erhält man: 

(12) X1P2 - XgPi + pxgpg, XoPi, X0P2. 
Durch alle Transformationen der Gruppe (11) wird jede 
Ebene Xg + «x^ =0 in sich bewegt. Mit dem Punkte (g^, g^, 
§2, 0) der Ebene Xg = bleiben alle Punkte in Ruhe, die auf 
der Geraden liegen: 

§0^2 ~ §2^0 + 1^1X3 = 0» §0^1 — §1X0 — IggXg = 0. 

Auch bewegt jede eingliedrige in (11) enthaltene Gruppe, 
bei der ein Punkt der Ebene Xg = in Ruhe gehalten wird, alle 
Punkte des Raumes in geschlossenen Linien. 

Im zweiten Falle, wo die angegebene dreigliedrige Gruppe 
durch die Transformationen (12) bestimmt ist, verschiebt jede 
Transformation, bei der ein Punkt (g^? Ii> §2» ^) ^^ Ruhe ge- 
halten wird, die Gerade x^^ : x^ : x^ =go • Si • S2 ^^ ^^^^- Hierbei 
werden nur die Punkte der Ebene Xg «» in geschlossenen Linien 
bewegt, von allen anderen Punkten aber werden Raumkurven 
beschrieben, welche zu den Schraubenlinien gehören, wofern nicht 
die Konstante q den Wert null annimmt. 
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Die Gruppen (11) und (12) sind im allgemeinen verschieden; 
sie werden nur für 1 c=a ^ a=s3 identisch. 

11. Jetzt fügen wir dieselbe Forderung bei, die wir oben 
(Nr. 7) für k ^ aufgestellt haben, dafs nämlich diejenige Ebene, 
die bei der Ruhe des Punktes (1, 0, 0, 0) auf die mehrfach an- 
gegebene Weise in sich verschoben werden kann, diejenige Gerade 
enthält, die bei der Ruhe dieses Punktes zugleich ihre Anfeings- 
lage beibehält. Wir dürfen dann wieder diese Ebene zur Ebene 
X2 = wählen und annehmen, dafs zu (11) oder (12) die Trans- 
formation (4) hinzutritt: 

X2 (AoPo + ^iPl + ^«P2 + ^sPs) + Xi (itloPo + jMlPl + (^sPs) 

+ xs (roPo + ^iPi + J^sPa), 
wo die Diskriminante (^i — ^3)^+ 4:jM3t^i einen negativen Wert 
hat. Wie wir bereits gezeigt haben, darf die Gruppe keine der 
beiden Transformationen xsps und xspi enthalten; auch müsseil 
die beiden Koefficienten ^3 und Vi von null verschieden sein und 
entgegengesetztes Vorzeichen haben. 

Wir untersuchen an erster Stelle den Fall, dafs die drei- 
gliedrige Gruppe für die Bewegung der Ebene xs = in sich 
die an zweiter Stelle angegebene Form (12) besitzt. Dann kom- 
binieren wir die Transformation (4) mit xopi und xops. Indem 
wir in der jedesmal erhaltenen Transformation die Glieder mit 
Xopi und X0P2 weglassen, gelangen wir zu den Transformationen: 

xo (i^opo + iMsPs) — Pi (^0X2 + i^oxi + »^0X3) 
und 

Xo (^Po + ^Sps) — P2 (^oXg + fdoXi -f J'oXs). 

Die erste von ihnen multiplizieren wir mit As, die zweite mit 
//3 und subtrahieren sie von einander; dadurch erhalten wir: 

(l^oK — i«3^0>oP0 — G0X2 + ^0^1 + ^0X3) (^sPl — t^BPi)' 

Indem man x^p^ durch — x^p^ — Xgp^ — XgPg ersetzt, 
sieht man, dafs die vorstehende Transformation den Punkt (1,0,0,0) 
in Ruhe läfst und die Ebene X3 = in sich verschiebt. Ent- 
weder müssen also hier alle Koefficienten verschwinden, oder die 
vorstehende mufs mit der ersten Transformation (12) identisch 
werden. Daraus folgt unter Berücksichtigung des Umstandes, 
dafs fis von null verschieden ist, dafs die drei Koefficienten A^, 
/'oj ^0 verschwinden. 
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Demnach darf man jetzt unter Vertauschung der Marken 
und 3 das Ergebnis von § 4, 3 auf x^p, — x^p^ + Q^sPs ^^^ 
die vorstehende Transformation (4) anwenden. Dabei entspricht 
der Koefficient ^g dem dort gebrauchten a^ und v^ dem frühem b^- 
Also enthält für p ^ die Gruppe u. a. die Transformationen 
X3P3 und xspi, was mit unseren Forderungen nicht vereinbar ist^ 

Soll also unsere Gruppe die Transformationen (12) enthalten^ 
so mufs der Koefficient q gleich null sein. 

12. Wir müssen jetzt in gleicher Weise die Untergruppe (11} 
mit der Transformation (4) kombinieren. Letztere schreiben wir 
in der Form: 

Xo-Säxp^f + Po -SbxXx + UcixpiXx, (i, X = 1, 2, 3) 

die wir in § 4, 2 zu Grunde gelegt haben. Dabei ist: 

a^ = ag = äg = U, Cji = Cgg *=* 0, bj ^ ^Q . . . 

Wir haben aber bereits in § 4, 2 gesehen, dafs die vor^ 
stehende Transformation in Verbindung mit x^p^ — x^p^ die 
Transformation nach sich zieht: 

(Ci2 + c»i) (PiXi — PjX,) — (Cji — CgJ (PiXg+p^xJ. 

Aus einem schon mehrmals angegebenen Grunde müssen 
hier die Koefificienten verschwinden, oder es mufs sein: 

^12 1 C,i == 0, Cjj — Cjg. 

Berücksichtigen wir diese Beziehungen und die für einzelne 
Koefficienten angegebenen Werte, so folgt unmittelbar durch 
Kombination der obigen Transformation mit x^p^ — x^p^, dafs 
die Gruppe die Transformationen enthält: 
(13) ~~^2Po^i H-t^iPoXi — CgaPgXi+CgiPgXg + CigPgXg, 

biPoXj + bgPoX, + CgiPgXi +C32PgXg +CigPiX3. 

Die Kombination dieser beiden Transformationen liefert: 

^CisX» (bgPo + '^säPs) + ^18^31 (Pi^a — P2X1) 

— ^82^18 (PiXi +P2X2). 

Da aber bei dieser Transformation der Punkt (1, 0, 0, 0) 
in Ruhe bleibt und die Ebene Xg = in sich verschoben wird,, 
so mufs sie mit x^p^ — Xgp^ identisch sein. Demnach mufs,, 
weil die Koefficienten c^g und Cg^ nicht verschwinden, Cg^ = 
bg = sein. 

Kombiniert man hiernach die erste Transformation (13) mit 
der zweiten Transformation (11), oder die zweite Transformation 
(13) mit der dritten Transformation (11), so erhält man jedesmal 
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eine Umgestaltung des Raumes, bei welcher die Ebene x^ — 
in sich verbleibt. Die neue Form mufs also entweder nur ver- 
schwindende Koefficienten enthalten oder in der Gruppe (11) 
enthalten sein. Daraus folgt, dafs bj =1 = ist. 

Hiernach gehen die Transformationen (13) über in 

zu denen, wie die Kombination mit x^p^ und x^pg zeigt, noch 
x^jpg hinzutritt. Weil aber das Produkt c^g . Cg^ negativ ist, 
kann man durch eine leichte Änderung die Koefficienten ent- 
gegengesetzt gleich machen. Die Gruppe enthält also die sechs 
Transformationen: 

(14) XqPx, xtpx— xxpi (i, X = 1, 2, 3). 

Dafs weitere, von diesen sechs unabhängige Transformationen 
der Gruppe nicht angehören können, ohne dafs die über die 
Bewegung der Ebenen x^ = und Xg = getroffenen Fest- 
setzungen ihre Gültigkeit verlieren, zeigt die Untersuchung in 
S 4, 2. 

13. Hiernach können wir die Frage beantworten: 

Wie können wir die Bewegung in der allgemeinen Bedeutung 
des Wortes beschränken, um diejenige Bedeutung des Wortes zu 
erhalten, welche die metrische Geometrie bedarf? 

Zwei allgemeine Forderungen sind bereits in 1. aufgestellt. 
Aus den durchgeführten Untersuchungen ergiebt sich ein System 
von speciellen Forderungen, das für unsern Zweck hinzugenommen 
werden kann. An erster Stelle verlangen wir, dafs eine durch 
einen Punkt A gelegte Ebene bei der Ruhe von A noch in sich 
verschoben werden kann, und dafs die Gesamtheit der Lagen, 
welche hierbei ein zweiter Punkt B einnimmt, eine geschlossene 
Linie bildet. Daraus folgt,, dafs die für den Punkt B voraus- 
gesetzte Eigenschaft jedem Punkt der Ebene zukommt. 

Fügen wir jetzt die Annahme bei, dafs der Punkt A über- 
haupt noch bewegt werden kann, so verliert auch dieser Punkt 
seine bevorzugte Lage in der Ebene: man kann nämlich die Ebene 
bei der Ruhe irgend eines in ihr gelegenen Punktes in sich be- 
wegen, und dabei werden jedesmal alle Punkte geschlossene 
Bahnen beschreiben. Die Gruppe der zugehörigen Transforma- 
tionen ist dreigliedrig und hängt nur noch von einer willkürlichen 
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Konstanten k ab, wie es die drei Möglichkeiten verlangen, die 
für die metrische Geometrie bestehen. 

Sobald eine weitere durch den Punkt A gehende Ebene bei 
der Ruhe dieses Punktes so in sich verschoben werden kann, 
dafs für einen einzigen Punkt C der Ebene nur eine, und zwar 
eine geschlossene Bahnkurve existiert, läfst sich daraus eine wich- 
tige Folgerung ziehen, nämlich: Wenn der Raum sich so bewegt, 
dafs die erste Ebene bei der Ruhe von A in sich verschoben 
wird, so bleibt eine durch A gehende Gerade g in Deckung mit 
ihrer Anfangslage. Hiernach lassen wir die zweite Ebene, die 
bei der Ruhe von A in sich auf die angegebene Weise ver- 
schoben werden soll, durch die Gerade g gehen. Wir setzen 
also noch voraus: 

Eine zweite Ebene gehe durch diejenige Gerade, welche in 
Deckung mit ihrer Anfangslage bleibt, wenn die erste Ebene bei 
der Ruhe von A in sich verschoben wird; wird diese Ebene bei 
der Ruhe des Punktes A in sich bewegt, so beschreibt ein der 
Ebene angehörender Punkt C eine geschlossene Kurve und nimmt 
nur Lagen auf dieser Linie an. 

Sobald der Begriff der Bewegung in der angegebenen Weise 
beschränkt wird, erfüllt er alle Bedingungen, welche die metrische 
Geometrie stellt. 

Übrigens verdient bemerkt zu werden, dafs die letzte Voraus- 
setzung nicht in ihrem ganzen Umfange benutzt wird. 

14. Demnach kommt es im wesentlichen darauf hinaus, die 
Existenz zweier Kreise vorauszusetzen; nur wird man sie nicht 
willkürlich annehmen dürfen, sondern mufs fordern, dafs ihre 
Ebenen auf einander senkrecht stehen. Dieser letztere Begriff 
wird aber nicht etwa axiomatisch vorausgesetzt, sondern ergiebt 
sich im Verlauf der Untersuchung. 

Sobald man nur einen einzigen Kreis annimmt, folgt daraus 
die Existenz aller Kreise, welche mit ihm in einer Ebene liegen 
und denselben Mittelpunkt haben. Nimmt man jetzt noch an, 
dafs der Mittelpunkt in der Ebene des Kreises bewegt werden 
kann, so ergiebt sich, dafs jeder Punkt zum Mittelpunkt eines 
Systems von Kreisen gewählt werden kann; die Ebene besitzt die 
metrischen Eigenschaften. Soll eine zweite Ebene, welche von 
der ersten geschnitten wird, einen Kreis enthalten, so ergeben 
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sich gewisse Gesetze über die Art und Weise, wie der Raum bei 
der Verschiebung der Ebene in sich bewegt wird. Diese ge- 
statten, jedem Punkt der Ebene eine feste, durch den Punkt 
gehende Gerade, die auf der Ebene errichtete Senkrechte, zuzu- 
ordnen. Durch diese Gerade läfst man die zweite Ebene hindurch- 
gehen und setzt auch in ihr die Existenz eines Kreises voraus. 

15. Wie wir in den §§ 6 — 11 des dritten Abschnitts (B. 1. 
S. 178 ff.) geometrische Ausdrücke für Sätze der Analysis gebrauchten 
und dadurch eine wesentliche Vereinfachung der Form erreichten, 
welche aufserdem bedeutend zur Erleichterung des Verständnisses 
beitrug, ohne im geringsten den Boden der Geometrie zu be- 
treten, so dient in der vorstehenden Entwicklung der Gebrauch 
der Worte : Ruhe, Bewegung, Verschiebung, Bahnlinie u. dgl. nur 
dazu, eine einfache und übersichtliche Ausdrucks weise zu schaffen. 
Demnach stehen die Entwicklungen dieses Paragraphen ganz auf 
dem Boden der Projektivität, obwohl die äufsere Form einei;i 
metrischen Charakter zeigt. 

Dafs die aufgestellten Forderungen durch manche andere 
ersetzt werden können, braucht wohl kaum bemerkt zu werden. 
Es handelt sich ja nur darum, die mehrfach genannte sechsgliedrige 
Gruppe, durch welche die starre Bewegung beschrieben wird, 
gegenüber den übrigen projektiven Gruppen einer dreifach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit zu charakterisieren. Bei unserer Aus- 
wahl haben wir uns durch die hohe Bedeutung bestimmen lassen, 
welche der Kreis bei der gebräuchlichen Behandlung der Geometrie 
einnimmt. Vielleicht wäre es besser gewesen, direkt räumliche 
Transformationen in Betracht zu ziehen ; für das passendste möchte 
ich es halten, die einschränkenden Forderungen in Zusammenhang 
mit den Untersuchungen des vierten Paragraphen zu bringen. 
Indessen würde das hier zu weit führen. 

Die Übertragung der durchgeführten Untersuchung auf den 
mehr dimensionalen Raum dürfen wir wohl dem Leser überlassen. 

§7. 
Fanos Begründung der Projektivität. 

Bei der Blegründung der Projektivität macht die Beantwortung 
der Frage, ob zwei Gebilde gemeinschaftliche Elemente besitzen 
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an manchen Stellen lästige Erwägungen nötig , die zu der sonst 
hervortretenden Einfachheit wenig passen. Es lohnt sich daher 
zu untersuchen, ob die Kleinschen Voraussetzungen nicht in der 
Weise geändert werden können, dafs man sofort die Existenz 
gemeinsamer Elemente erkennt. 

Nach dieser Richtung liegen zwei beachtenswerte Aufsätze 
vor, die beide von Herrn Segre angeregt und auch wohl beein- 
flufst sind; die Ausführung verdanken wir den Herren d'Amodea 
und Fano.") Dafs die ersten Versuche noch manche Mängel 
zeigen, darf uns nicht wundern; es fragt sich, ob die Arbeiten 
einen guten Kern enthalten, der eine weitere Ausbildung gestattet* 
Um den Leser zur Prüfung dieser Frage anzuregen, wollen wir 
das System des Herrn Fano in seinen Grundzügen darlegen. 

Nur der Begriff des Punktes wird von vorn herein voraus- 
gesetzt; alle anderen Begriffe werden entweder durch ein Postulat 
oder durch eine Definition eingeführt. An erster SteUe (I) wird die 
Gerade postuliert als ein geometrisches Gebilde, das durch zwei 
Punkte in eindeutiger Weise bestimmt ist. Ist eine Gerade und 
ein ihr nicht angehörender Punkt gegeben, so kann man durch 
jeden Punkt der Geraden und den festen Punkt eine Gerade 
legen: Die Gesamtheit der auf diese Weise erhaltenen Punkte 
wird eine Ebene genannt. Für das hierdurch eingeführte Gebilde 
sollen die Postulate gelten: 

IL Eine Gerade liegt ganz in einer Ebene, sobald sie zwei 
Punkte mit ihr gemein hat; 

III. Wofern zwei Gerade in derselben Ebene liegen, haben 
sie stets einen Punkt gemeinschaftlich. 

Diese Voraussetzungen würden nichts Neues liefern, wenn 
* die Gerade (1, 2) nur in der Zusammenstellung der Punkte l 
und 2, und infolge dessen die Ebene (1, 2, 3) in der Zusammen- 
fassung der Punkte 1, 2, 3 bestände. Demnach wird die Voraus- 
setzung (IV) hinzugefügt, dafs jede Gerade mehr als zwei Punkte 
enthält. 

Sind jetzt A, B, C drei Punkte einer geraden Linie, so 
können wir auf dieselbe Weise, wie im zweiten Abschnitt (B. 1. 
S. 99 — 101), den vierten harmonischen Punkt finden und be- 
weisen auf dem dort angegebenen Wege, dafs dieser Punkt von 
der Wahl der benutzten Ebenen und Geraden unabhängig ist. 
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Auch zeigt die Konstruktion, dafs vier Ebenen eines Büschels 
jede beliebige Gerade, die nicht durch die Achse geht, in vier 
harmonischen Punkten schneiden, sobald sie eine einzige Gerade 
in vier harmonischen Punkten treffen. Ebenso ergiebt sich un- 
mittelbar, dafs man von irgend einer Gruppe von vier harmo- 
nischen Punkten zu jeder zweiten solchen Gruppe durch eine 
endliche Zahl von Projektionen und Schnitten übergehen kann. 

Ist D der zu C in Bezug auf das Punktepaar AB zugeordnete 
harmonische Punkt, so zeigt die Konstruktion, dafs der Punkt D 
von den Punkten A und B verschieden ist; aber man bedarf ein 
neues Postulat, um zu erkennen, dafs die Punkte C und D nicht 
zusammenfallen. Wird dies Postulat für ein einziges Quadrupel 
aufgestellt, so gilt es infolge der angegebenen projektiven Zuord- 
nung, die durch Projizieren und Schneiden vermittelt wird, für 
jedes andere Quadrupel. Aber hiermit ist die Zahl der un- 
bedingt notwendigen Postulate keineswegs erschöpft, wie Fano 
durch eine interessante Untersuchung zeigt. Wir wollen den 
Beweis hier nicht vollständig wiedergeben, aber wenigstens einiger- 
mafsen charakterisieren. 

Von drei Punkten OAiAj einer Geraden ausgehend, sucht 
man eine unbegrenzte Reihe von weiteren Punkten As, A4 , . . 
An . . durch die Forderung, dals jedesmal die vier Punkte 
OA;^ Ax— 1 Ax+i harmonische Punkte sind. Wenn in dieser Reihe 
irgend ein späterer Punkt mit einem früheren zusammenfällt, so 
bleibt die Reihe bei unbegrenzter Fortsetzung endlich; es fällt 
also ein Punkt An+i mit Ai zusammen oder die Reihe kehrt nach 
n Elementen in sich zurück. Dann mufs die Zahl n eine Prim- 
zahl sein; die Gerade enthält n -l- 1 Punkte, die Ebene n^-j-n + l 
Punkte und n -|- 1 Gerade. Diese Gesetze gelten wegen der pro- 
jektiven Zuordnung fiir jede Gerade und jede Ebene. 

Soll also die Gerade unendlich viele Punkte enthalten, so 
müssen wir (Postulat V) voraussetzen, dafs in der oben definierten 
Reihe kein Element mit einem früheren zusammenfällt. Es genügt 
nicht, eine entsprechende Annahme für irgend eine noch so grofse 
endliche Zahl zu machen; da die Zahl der Primzahlen unendlich 
ist, so umfafst das letzte Postulat seinem Wesen nach unendlich 
viele Voraussetzungen in sich. 

Die Festsetzung, dafs O, Ax, Ax-i, Ax+i vier harmonische 
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Punkte sein sollen, gestattet, auch der Zahl null und jeder ganzen 
negativen Zahl einen Punkt zuzuordnen. Bei der Gültigkeit des 
fünften Postulats wird auch keiner der hierdurch gewonnenen 
Punkte mit einem anderen zusammenfallen. Die durch Projizieren 
und Schneiden gewonnene Zuordnung der Punkte nötigt uns auch, 
jeder rationalen Zahl einen Punkt in der Weise zuzuweisen, dafs 
zwei Punkte nur dann zusammenfallen, wenn gleiche Zahlen zu 
ihnen gehören. (Es ist dies, wie beiläufig bemerkt werden mag, 
dieselbe Zuordnung, die wir in II § 3. B. 1. S. 107 ff. dargelegt 
haben.) 

Nachdem so für eine einzelne Gerade eine Messung ein- 
geführt ist, hat man die Möglichkeit, unter Benutzung eines Ko- 
ordinatensystems die Lage der Punkte durch Zahlen zu bestimmen. 
Hierbei ist man aber durchaus auf »rationale Punkte« beschränkt; 
will man zu Punkten übergehen, für welche einzelne Koordinaten 
irrationale Werte annehmen, so kommt man ohne ein neues 
Axiom nicht aus. Fano möchte am liebsten den Raum durch 
die »rationalen Punkte« erschöpft sein lassen und die »irrationalen« 
durch eine blofse Definition einführen; indessen wollen wir ihm 
auf dies Gebiet nicht folgen. 

Wir bemerken nur noch, dafs er seine Theorie auf eine be- 
liebig grofse Zahl von Dimensionen überträgt und dafs hierbei 
keine wesentliche Änderung notwendig wird. 

Es scheint uns zweifellos, dafs diese Art der Begründung 
dem Leser Interesse abgewinnt; dagegen dürfte die Frage, ob das 
aufgestellte System von Voraussetzungen auf Natürlichkeit An- 
spruch machen kann, wohl kaum allgemein bejaht werden. Indem 
ich mich jeder Kritik enthalte, will ich zum Schlufs noch be- 
merken, dafs Herr Fano aufser dem Wege, den ich hier in seinen 
Grundzügen skizziert habe, noch einen zweiten Weg angiebt, der 
ebenfalls in voller Strenge zur Projektivität führen und den Vorzug 
der Kürze besitzen soll. Ich bin nicht sicher, ob ich diesen Teil 
seiner Arbeit vollständig richtig aufgefafst habe; wenn aber meine 
Auffassung die richtige ist, so mufs ich gestehen, dafs dieser 
zweiten Art, die Projektivität zu begründen, schwere Bedenken 
entgegenstehen. 
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§ 8. 
Rückblick. 

Als wichtigstes Ergebnis des zweiten und des sechsten Ab- 
schnittes, die wir hier im Zusammenhang überblicken wollen, 
müssen wir den Nachweis hinstellen, dafs sich die projektive 
Geometrie vollständig aufbauen läfst, ohne metrische Beziehungen 
im geringsten zu benutzen. Damit ist ein Problem endgültig 
gelöst, auf das die Wissenschaft in neuerer Zeit immer stärker 
hingeführt ist und das Staudt zuerst in voller Klarheit ausgesprochen 
und dessen Lösung er bereits kräftig gefördert hat. Es wird gut 
sein, nochmals die einzelnen Teile, aus denen sich der Nachweis 
aufbaut, in aller Kürze anzugeben. 

Die Sätze, von denen die projektive Geometrie ausgeht, sind 
ohne Zweifel sehr einfach. Sie bilden auch insofern ein abge- 
schlossenes Ganze, als es nicht möglich ist, sie auf ein geringeres 
Mafs zurückzuführen. Die zu Grunde gelegten Sätze gelten aber 
nicht blofs für die (etwa erfahrungsgemäfs gegebenen) Ebenen 
und Geraden des Raumes, sondern auch für zahlreiche andere 
Systeme von Linien und Flächen. Demnach lassen sich auch die 
Sätze der projektiven Geometrie auf mancherlei Systeme von 
Flächen und Linien übertragen. Wie in der metrischen, ist es 
auch in der projektiven Geometrie am besten, sich anfangs ganz 
auf einen gewissen endlichen Bereich zu beschränken und nicht 
von vornherein den Raum als Ganzes der Untersuchung zu Grunde 
zu legen (VI § l). 

Bekanntlich beweist dieser Zweig der Geometrie seine Lehr- 
sätze vermittelst der projektiven und im weiteren Verlauf ver- 
mittelst der kollinearen und der reciproken Zuordnung. Da^ die 
letzte Verwandtschaft in unserer Darlegung, wenigstens äufserlich, 
zurücktritt, darf uns nicht überraschen, da wir nur die Grundlagen 
darlegen konnten, flir den weiteren Ausbau aber auf die Lehr- 
bücher verweisen mufsten. Der einfachste Fall der Projektivität, 
die Perspektivität, führt uns auf die harmonischen Gebilde (II § 2). 
Nun genügt freilich nach Staudt die Theorie der harmonischen 
Gebilde, um die Projektivität allgemein zu begründen. Indessen 
mufs man zu dem Zweck den Satz benutzen, dafs man von irgend 
drei Punkten einer Geraden aus durch blofse Konstruktion des 
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vierten harmonischen Punktes allmählich jedem Punkte der Geraden 
beliebig nahe kommen kann. Beim Beweise dieses Satzes wird 
man aber Untersuchungen nicht entbehren können, die uns ge- 
statten, die Theorie der Doppelverhältnisse vollständig durchzu- 
führen, wie wir es in II § 3 gethan haben. Hierbei tritt uns 
aber dieselbe Schwierigkeit entgegen, welche in der metrischen 
Geometrie die Messung der geraden Strecke augenblicklich noch 
bietet. Wir konstatieren aber ausdrücklich, dafs dies die einzige 
Lücke ist, welche noch nicht ganz hat ausgefüllt w^erden können ; 
auch berechtigen die vielen Vorarbeiten, welche diesem Gegen- 
stande in der letzten Zeit gewidmet sind, zu der Erwartung, dafs 
der Abschlufs dieser Untersuchungen nahe bevorsteht. 

Nachdem die Doppelverhältnisse eingeführt sind, kann man 
die projektive Geometrie rein synthetisch aufbauen (II § 4). Es 
war für uns nicht nötig, dies im einzebien durchzuführen; es 
genügte vielmehr, auf Reyes »Vorlesungen über die Geometrie 
der Lage« zu verweisen. Man hat aus diesem Werke nur die 
Partieen metrischen Charakters auszuschliefsen und die kleinen 
Änderungen vorzunehmen, welche dadurch bedingt sind, dafs Reye 
von vornherein den Raum als Ganzes untersucht, wir aber an- 
fänglich nur einen endlichen Bereich betrachten. 

Um die Geometrie eines endlichen Bereiches zum Abschlufs 
zu bringen, hat man den Begriff des Strahlenbündels in der Weise 
zu erweitern, die wir in VI § 2 dargelegt haben. Der Ausspruch 
der dort gewonnenen Sätze wird besonders einfach, wenn man die 
sogenannten idealen Gebilde einführt. Zwar mufs man, wenn 
man diese Ausdrücke gebraucht, bei Erweiterung des Gebietes 
einige Vorsicht anwenden; das mindert aber nichts an dem In- 
teresse, welches die gefundenen Sätze für sich beanspruchen. 

Zugleich führt die Benutzung der idealen Gebilde in ein- 
fachster Weise zu einer projektiven Raumform, die deshalb be- 
sonders wichtig ist, weil die für einen endlichen Raumteil' zu 
Grunde gelegten Annahmen für den Raum als Ganzes möglichst 
ungeändert bleiben. In derselben haben nämlich irgend zwei 
Ebenen eine Gerade und zwei in derselben Ebene gelegenen 
Geraden stets einen Punkt gemein ; natürlich kann dann der Raum 
nicht durch eine Ebene zerlegt werden. Diese Raumform würd 
vielfach als die einzige projektive Raumform angesehen. Wenn 
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das auch nicht erlaubt ist, so bietet sie doch das geeignetste 
Mittel, um auch die übrigen • projektiven Raumformen synthetisch 
zu beschreiben. 

Neben die synthetische stellt sich die analytische Behandlung 
der projektiven Geometrie, die wir aus vielen Gründen glauben 
bevorzugen zu sollen (II § 5 u. 6). Die kollinearen Zuordnungen 
stellen sich durch homogene lineare Gleichungen zwischen den 
homogenen Koordinaten dar (VI § 1, 8). Besonders praktisch 
erweist sich die analytische Behandlung, um die verschiedenen 
projektiven Raumformen zu charakterisieren. Unter ihnen bean- 
spruchen zwei ein hervorragendes Interesse (VI § 3). 

So können wir denn sagen: Von überaus einfachen Voraus- 
setzungen aus läfst sich die ganze projektive Geometrie in einer 
Weise aufbauen, die im wesentlichen strenge Konsequenz mit 
voller Natürlichkeit vereinigt. Zwar will es uns scheinen, als ob 
den zu Grunde gelegten Annahmen noch eine gewisse Willkür 
anhafte; auch bietet das System in seinem Aufbau noch eine 
Lücke. Aber die Vorzüge dieser Behandlungsweise überwiegen 
in einem solchen Mafse, dafs die kleinen Mängel höchstens zu 
dem Versuche anregen können, 4iG Methode noch tveiter zu 
vervollkommnen. Diejenigen Partieen, welche man heute vielfach 
als transcendent bezeichnet, werden auf ein äufserst geringes Mafs 
eingeschränkt. Nun liegen bereits Methoden vor, welche darauf 
ausgehen, solche Teile ganz aus der projektiven Geometrie zu 
entfernen. Wir können uns der Meinung nicht verschliefsen, 
dafs hierbei die Natürlichkeit ganz verloren geht, dafs also der 
Nachteil bei weitem überwiegt. Dennoch haben wir einen der- 
artigen Versuch in seinen Hauptzügen gekennzeichnet (VI § 7). 

Indessen hat die projektive Geometrie nicht blofs an sich 
hohe Bedeutung, sondern sie kann auch für die Metrik nutzbar 
gemacht werden. Ich erinnere an die Herleitung der Formeln 
für die Metrik, welche wir in II §§ 7 — 9 und in VI § 5 gegeben 
haben. Diese Entwicklung ist zwar nicht so einfach wie die- 
jenige, welche wir in I §§ 24 u. 25 liefern konnten; aber dafür 
hat sie viele Vorzüge anderer Art. 

Für besonders wichtig erachten wir es aber, dafs wir ganz 
unabhängig von allen metrischen Voraussetzungen ein System 
von Begriffen und Urteilen angeben können, das vollständig der 

Killingr, Grundlagen der Geometrie. II. H 
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metrischen Geometrie entspricht. Hierin erblicken wir geradezu 
einen principiellen Vorzug der Projektivität. Im fünften Abschnitt 
erkannten wir nämlich, welche Bedeutung die Kongruenz für die 
Geometrie hat; wir mufsten es deshalb für erlaubt halten, die 
Bewegung fester Körper unter die Grundbegriffe der Geometrie 
aufzunehmen. Ja, die dort durchgeführte Untersuchung konnte 
den Schein erwecken, als ob die Bewegung notwendig zu den 
Grundbegriffen gehöre, und als ob man gezwungen sei, die Ge- 
setze der Bewegung zu benutzen, wenn man eine feste Grund- 
Jage für" die Geometrie schaffen will. Die projektive Geometrie 
zeigt, dafs die letzte Ansicht unrichtig ist, da sich uns noch manche 
andere Wege eröffnen, auf denen wir in voller Strenge und sogar 
mit grofser Leichtigkeit zum Ziel gelangen. 

Von diesen Wegen haben wir drei in voller Ausführlichkeit 
besprochen, und diese sollen hier nochmals charakterisiert werden. 

Der erste läfst sich am einfachsten darlegen, wenn wir von 
der bereits mehrmals erwähnten projektiven Raumform ausgehen, 
in welcher jedem Verhältnis der vier homogenen Koordinaten 
Xü : xi : ^2 ^ Xs ein Punkt, und zwar ein einziger Punkt zugeordnet 
ist. In dieser Raumform denken wir eine reelle ungeradlinige 
oder eine imaginäre Fläche zweiter Ordnung gegeben, indem wir 
uns im ersten Falle auf das Innere der Fläche beschränken. Zwei 
beliebige Punkte des Raumes verbinden wir durch eine gerade 
Linie und bestimmen ihre Schnittpunkte mit der Fläche. Den 
mit einer gewissen Konstanten multiplizierten Logarithmus des 
Doppelverhältnisses, in dem die beiden gegebenen Punkte zu den 
Schnittpunkten stehen, nennen wir den Abstand der beiden Punkte. 
Ebenso legen wir durch die Schnittgerade zweier Ebenen die 
beiden Tangentialebenen an die Fläche; den Logarithmus des 
Doppelverhältnisses dieser vier Ebenen multiplizieren wir mit einer 
gewissen Konstante und nennen das Produkt den Winkel der 
beiden ersten Ebenen. Die Werte dieser Doppelverhältnisse lassen 
sich immer angeben, obwohl die Tangentialebenen stets und die 
Schnittpunkte im einen Falle imaginär sind. Gründet man auf 
die so gewonnenen Begriffe ein System, so entspricht demselben 
für eine reelle Fläche die hyperbolische, für eine imaginäre Fläche 
die elliptische Geometrie; die parabolische Geometrie ist die 
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gemeinsame Grenze, der sich beide Systeme bei passender Ver- 
änderung einer gewissen Gröfse unbegrenzt nähern. 

Statt auf diese Weise die Längen und Winkel direkt einzu- 
führen, kann man sich auf solche projektive Transformationen 
beschränken, bei denen die gegebene Fläche in sich verbleibt. So 
fuhrt folgende Festsetzung zur elliptischen Geometrie. Man ordnet 
durch eine reciproke Verwandtschaft jedem Punkte eine Ebene 
derartig zu, dafs kein Punkt in die entsprechende Ebene hinein- 
fällt. Jetzt beschränken wir die kollinearen Umgestaltungen des 
Raumes durch die Forderung, dafs jedesmal, wenn ein Punkt a 
in einen Punkt «i übergeführt wird, auch die dem Punkte a ent- 
sprechende Ebene in die zu ax zugeordnete Ebene umgewandelt 
wird. Durch eine ähnliche Festsetzung gelangt man zur hyper- 
bolischen Geometrie. 

Demnach dürfen wir auch sagen: Wir betrachten nur die- 
jenigen kollinearen Transformationen des Raumes, welche eine 
gegebene quadratische Form der Koordinaten ungeändert lassen. 
Ist es möglich, diese Form durch vier positive (oder vier nega- 
tive) Quadrate darzustellen, so erhält man einen elliptischen Raum. 
Haben aber drei Quadrate ein anderes Vorzeichen als das vierte, 
so gelangt man zur hyperbolischen Geometrie. Die letzte For- 
derung zeigt, dafs es nicht nötig ist, den projektiven Raum als 
Ganzes der Untersuchung zu Grunde zu legen, dafs es vielmehr 
genügt, irgend einen endlichen Bereich zu betrachten. Wir haben 
diese Methode in II § 10 u. 11 ausfuhrlich dargelegt. 

So schön dieser Übergang von der Projektivität zur Metrik 
ist, hat er doch einige Mängel. Erstens kann die parabolische 
Geometrie nicht genau auf demselben Wege definiert werden wie 
die beiden anderen. Zweitens liefert die Theorie keinen erkenn- 
baren Grund, warum die geradlinigen Flächen ausgeschlossen 
werden oder warum das Innere der Fläche vor dem Äufseren 
bevorzugt wird. 

Demnach ist es erwünscht, andere Wege angeben zu können,, 
die zu demselben Ziele führen. Dafs dabei die Theorie der Trans- 
formations-Gruppen benutzt wird, ist kein Mangel, erschwert aber,, 
solange diese Theorie nicht allgemein bekannt ist, vielfach das 
Verständnis. 

Der in VI § 4 angegebene Übergang von der Projektivität 

11* 
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zur Metrik geht von folgender Erwägung aus. Die kollinearen 
Umgestaltungen in ihrer Gesamtheit setzen jeden Punkt, jede 
Gerade und jede Ebene, in Beziehung zu jedem Punkte, jeder 
Geraden und jeder Ebene. Es mufs daher als eine wesentliche 
Eigenschaft der allgemeinen projektiven Gruppe betrachtet werden, 
dafs sie nicht nur jeden Punkt in einen beliebigen Punkt, sondern 
auch jede Gerade und Ebene in eine beliebige Gerade und Ebene 
überfuhrt. Will man demnach eine Beschränkung einführen, so 
liegt nichts näher, als die Forderung bestehen zu lassen, dafs 
wenigstens für einen gewissen Bereich alle Punkte, Geraden und 
Ebenen in einander transformiert werden können; man kann mit 
anderen Worten nach der kleinsten projektiven Gruppe fragen, 
welche dieser Forderung genügt. Dabei tritt die Vereinfachung 
ein, dafs man sich auf Ebenen beschränken darf, dafs man also 
nur die Forderung zu stellen braucht: Von der allgemeinen pro- 
jektiven Gruppe des dreidimensionalen Raumes soll die kleinste 
Untergruppe gesucht werden, welche im stände ist, eine Ebene 
in jede andere zu transformieren, die mit ihr in einem festge- 
wählten Bereiche liegt. 

Um demnach zur Metrik überzugehen, wähle man einen 
Bereich ganz beliebig und bestimme die kleinste projektive Gruppe, 
deren Transformationen im stände sind, eine Ebene, welche teil- 
weise in diesem Bereiche liegt, in jede andere Ebene überzuführen, 
welche teilweise demselben Bereiche angehört. In der Darstellung 
dieser Untergruppe tritt eine willkürliche Konstante auf, deren 
Verschwinden auf die parabolische Geometrie führt. Wählt man 
die Konstante so, dafs sie für die elliptische Geometrie positiv 
ist, so erhält sie für die hyperbolische Geometrie einen negativen 
Wert (VI § 4). 

Von der Projektivität kann man auf einem dritten Wege zur 
Metrik übergehen, indem man nämlich den Transformationen, die 
einen Punkt und eine durch ihn hindurchgehende Ebene unge- 
ändert lassen, eine gewisse Beschränkung auferlegt (VI § 6). 
Auch diese Methode liefert nur diejenigen Raumformen, die mit 
der Erfahrung vereinbar sind. Zugleich nähert sich dieser Weg 
in seiner äufsern Form der Metrik und beantwortet die Frage: 
Welche Eigenschaften mufs man mindestens der starren Bewegung 
noch beilegen, wenn man annimmt, dafs durch dieselbe das 
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System der Geraden und Ebenen nicht geändert wird? Es zeigt 
sich, dafs die Beschränkung im wesentlichen darauf hinauskommt, 
die Existenz zweier Kreise vorauszusetzen. 

Dieser kurze Überblick zeigt, welch hohe Bedeutung der 
projektiven Geometrie zukommt. Indessen belehren uns die zahl- 
reichen Versuche, welche in den letzten Jahrzehnten gemacht sind, 
um die Existenz der Geraden und Ebenen aut andere Principien 
zurückzuführen, dafs es vielen Geometern nicht recht gefällt, diese 
Gebilde axiomatisch vorauszusetzen. Hiernach scheint es geboten, 
in den beiden folgenden Abschnitten wieder an die früheren Ent- 
wicklungen, speciell an die des fünften Abschnitts, anzuknüpfen. 



/ 



Siebenter -A-bschnitt. 

Orandbegriffe und Orimdsätze der Geometrie. 



§1- 

Vorbemerkungen. 

1. Die folgenden Darlegungen wollen in diejenigen Begriffe 
einführen, welche wir als die Grundbegriffe der Geometrie an- 
sehen. Dafs wir dabei auch die Gerade und die Ebene, sowne 
den Winkel besprechen, bedarf wohl keiner Rechtfertigung. Zwar 
ist die Theorie dieser Gebilde noch nicht zum vollen Abschlufs 
gebracht; aber es mufs zur Klärung beitragen, wenn wir die 
wichtigsten Definitionen, welche darüber aufgestellt sind, zu- 
sammenstellen und einige kritische Bemerkungen beifügen. Eine 
absolute Vollständigkeit können wir nicht erstreben, da alsdann 
der Umfang des Buches zu sehr anwachsen würde; sie ist aber 
auch um so weniger notwendig, da wir den Leser auf das sorg- 
fältig durchgeführte Werk verweisen können: Schotten, Inhalt 
und Methode des planimetrischen Unterrichts, das in zwei Bänden 
erschienen ist (Leipzig 1890 und 1893). Da hierin regelmäfsig 
angegeben ist, von welchen Gelehrten die verschiedenen Defini- 
tionen hauptsächlich vertreten werden, brauchen wir dies hier 
nicht jedesmal zu erwähnen. 

Ehe wir zu unserm eigentUchen Gegenstande übergehen, 
möchten wir einige Bemerkungen vorausschicken. 

2. Die Gerade kann man nach drei verschiedenen Beziehungen 
hin betrachten, und man ist übereingekommen, dementsprechend 
drei verschiedene Worte zu gebrauchen : (gerade) Strecke, Strahl 
oder Halbgerade, gerade Linie. Wenn man von einer Strecke 
spricht, setzt man beide Endpunkte als gegeben voraus, so dafs 
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das Gebilde kein veränderliches Element enthält; der Strecke 
kommt eine bestimmte Lage im Räume und eine bestimmte Länge 
zu. Wenn man aber von der Strecke AB den einen Endpunkt 
A festhält und es als zulässig ansieht, dafs der Punkt 6 ersetzt 
werde bald durch einen in der Strecke AB gelegenen Punkt C, 
bald durch einen Punkt D, der so liegt, dafs die Strecke AB in 
der Strecke AD enthalten ist, so spricht man vom Strahle oder 
von der Halbgeraden AB.*) Man sagt auch wohl, durch den 
Strahl AB solle eine gewisse vom Punkte A ausgehende Richtung 
bezeichnet werden. In der EukUdischen und der Lobatschews- 
kyschen Raumform kann man die Strecke AB über B hinaus 
unbegrenzt verlängert denken, während der Punkt A festgehalten 
wnrd; das fällt in der Riemannschen Geometrie, ihrer Polarform 
und den meisten ClifFord-Kleinschen Raumformen weg. 

Drittens kann man bei einer Strecke AB von beiden End- 
punkten absehen und gestatten, dafs sie durch irgend zwei Punkte 
ersetzt werden, die entweder auf der Strecke AB oder in der 
Verlängerung über A oder über B hinaus Hegen. Um dies an- 
zudeuten, spricht man von der geraden Linie AB. Demnach 
gehören zwei verschiedene Strecken AB und CD derselben ge- 
raden Linie an, wenn es eine dritte Strecke giebt, in der die 
beiden gegebenen Strecken enthalten sind. 

3. Ganz entsprechende Unterscheidungen hat man bei der 
Ebene zu machen; nur ist die Zahl der einzelnen Fälle unendlich 
grofs. Indessen lassen sich dieselben wieder zu drei Klassen an- 
ordnen. An erster Stelle können wir eine allseits begrenzte ebene 
Fläche betrachten, wie das Innere eines Dreiecks oder eines Kreises. 
Zweitens gestatten wir eine Erweiterung des Gebietes, indem wir 
einen Teil der Grenze als fest oder doch nur insoweit als ver- 
änderlich ansehen, dafs derselbe stets einer bestimmten Linie an- 
gehört. In diesem Sinne sprechen wir vom Äufsern eines Kreises; 
dabei denken wir an ein ebenes Flächenstück, welches zum Teil 



*) Das Wort Strahl drückt wegen der Beziehung zu der von einem 
Punkte ausgehenden Lichtwelle, die sich unbegrenzt tortsetzen kann, die hier 
in Betracht kommende Eigenschaft besonders scharf aus; dafs das Wort in 
der projektiven Geometrie eine andere Bedeutung erlangt hat, ist nicht gerade 
angenehm, kann aber kein Hindernis bieten, ihm in der metrischen Geometrie 
den obigen Sinn beizulegen, da ein Mifsverständnis nicht zu befurchten ist. 
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von einer gegebenen Kreislinie begrenzt wird und dessen übrige 
Begrenzung sich beliebig ändern kann. Bei der Halbebene denken 
wir eine Gerade unbegrenzt verlängert und verlangen, dafs auch 
die Verlängerung stets die Grenze sein soll. Diese Forderung 
können wir schärfer in folgender Weise aussprechen: Wir be- 
trachten zwei ebene Flächen a und ß als derselben Halbebene 
angehörig, wenn ein Teil der Grenze von a durch eine gewisse 
Strecke AB, ein Teil der Grenze von ß durch eine Strecke CD 
gebildet wird, wenn diese Strecken in dem oben angegebenen 
Sinne derselben Geraden angehören, keine in dieser Geraden 
enthaltene Strecke in das Innere einer der beiden Flächen fällt, 
und wenn man endlich eine ebene Fläche bestimmen kann, der 
die beiden gegebenen Flächen als Teile angehören. 

Endlich kann man die Ebene in ihrer ganzen Ausdehnung 
betrachten. Man geht von einem ebenen Flächenstück A aus, 
nimmt ein zweites Ai hinzu, welches einen Teil mit A gemein- 
schaftlich hat, aber zum Teil über dasselbe hinausgeht; eine 
weitere ebene Fläche A2 falle wiederum zum Teil mit Ai zu- 
sammen u. s. w.; auf diese Weise möge man zu einer ebenen 
Fläche B gelangen, die mit einem vorher gefundenen Hächenstück 
An einen Teil gemeinsam hat; alsdann betrachten wir die ebenen 
Flächen A und B als derselben Ebene angehörend. Hierbei sieht 
man ganz von der Begrenzung ab und verlangt nur, dafs die ein- 
zelnen Teile durch Erweiterung des Gebietes in einander über- 
geführt werden können. Meistens genügt folgende Festsetzung: 
Die ebenen Flächen A und B sollen derselben Ebene angehören, 
wenn es ein drittes ebenes Flächenstück giebt, dem sowohl die 
Fläche A wie die Fläche B als Teile angehören. 

§2. 

Der Winkel. 

1. Für den Anfang der Geometrie genügt es, nur solche 
Winkel zu betrachten, die kleiner sind als zwei Rechte. Auch 
im weiteren Verlauf wird diese Beschränkung stets festgehalten, 
wofern nicht der Zusammenhang oder eine ausdrückliche Fest- 
setzung es anders verlangt. Da man zudem den allgemeinsten 
Begriff des Winkels leicht herleiten kann, sobald man den ur- 
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sprünglichen Begriff entwickelt hat, so genügt es für unsern Zweck, 
was im folgenden stets geschehen soll, sich auf den nächsten 
Begriff des Winkels zu beschränken. Das thun auch alle die- 
jenigen, welche den Winkel als »die Neigung zweier Geraden zu 
einander« oder als den ^Unterschied ihrer Richtungen« definieren. 
Indessen ist diese Form ungenau, da zwei gerade Linien vier 
Winkel mit einander bilden, die sich allerdings zu zwei Paaren 
gleicher Winkel anordnen. Man mufs also von der Neigung 
zweier Halbgeraden (Strahlen) sprechen, die den Endpunkt ge- 
meinsam haben. Jedoch hat man hiermit keine eigentliche De- 
finition gegeben, da man den zu erklärenden Begriff auf einen 
anderen Begriff zurückführt, der selbst nicht näher erklärt wird. 
Damit soll nicht geleugnet werden, dafs es beim Unterrichte an- 
gebracht ist, diesen Ausdruck zur Erläuterung heranzuziehen, da 
dem Schüler klar gemacht werden mufs, dafs es für den Winkel 
nicht auf die Länge der Schenkel ankommt. 

Man erklärt auch den Winkel als eine Figur, welche aus 
zwei in demselben Punkte begrenzten Strahlen besteht. Wenn 
man diese Erklärung aufstellt, mufs man beachten, dafs der Raum 
unbeweglich ist und dafs damit auch die Raumgebilde so lange 
unveränderlich sind, als man nur ihre Lage im Räume betrachtet. 
Zwar liebt man es vielfach, nur den Strecken eine unveränder- 
liche Länge beizulegen, aber Strahlen beliebige Drehungen um 
ihren Endpunkt zu gestatten und die feste Lage erst durch die 
Hinzunahme weiterer Linien herbeizuführen. Eine derartige Fest- 
setzung ist aber rein willkürlich; vielmehr hat der einzelne Strahl 
bereits eine feste Lage, die man natürlich durch Bewegung ver- 
ändern kann. Sobald man von der Neigung zweier Strahlen 
spricht, fafst man zum mindesten ihre gegenseitige Lage als un- 
veränderlich auf Demnach enthält der Begriff der aus zwei 
Strahlen bestehenden Figur alles, was man mit dem Worte Nei- 
gung ausdrücken will. 

2. Reicher wird indessen der Begriff des Winkels, wenn man 
die durch die Schenkel gelegte Ebene hinzunimmt. Diese Ebene 
wird durch die Schenkel in zwei Teile zerlegt. Um diese von 
einander zu unterscheiden, wähle man auf dem einen Schenkel 
einen Punkt A, auf dem anderen einen Punkt B; dann liegt die 
Strecke AB in einem der beiden Teile. Dieser Teil ist, wie man 
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leicht beweist, unabhängig davon, welche Punkte man auf den 
beiden Schenkeln gewählt hat. Demnach ist es angebracht, diesen 
Teil zu bevorzugen und als Winkelfeld zu bezeichnen. (Wie 
man diese Erklärung für die Riemannsche Geometrie, ihre Polar- 
form und die Clifford-Kleinschen Raumformen umgestalten mufs, 
bedarf wohl keiner nähern Auseinandersetzung.) 

Bei dieser Festsetzung gilt der Satz, dafs Winkel, deren 
Schenkel zusammenfallen, auch dasselbe Winkelfeld haben. Auch 
liegt es nahe, von zwei Winkelfeldern, die denselben Scheitel 
haben und von denen das eine einen Teil des andern bildet, das 
eine als das kleinere, das andere als das gröfsere zu bezeichnen. 
Dieser Ausdruck ist berechtigt, da die bestimmende Eigenschaft 
bei Erweiterung des Gebiets unverändert bleibt. Man darf die 
entsprechende Bezeichnung auch auf die Winkel selbst übertragen 
und sie als gleich, gröfser und kleiner unterscheiden. Will man 
zwei Winkel nach ihrer Gröfse mit einander vergleichen, so legt 
man sie mit dem Scheitel und dem einen Schenkel über einander 
(in dieselbe Halbebene); dadurch wird die Vergleichung ermög- 
licht, und man erkennt, dafs zwei beliebige Winkel entweder 
einander gleich sind, oder dafs der eine gröfser ist als der andere. 

3. Die Messung des Winkels gehört an sich wohl nicht in 
den Anfang des geometrischen Unterrichts, sondern an eine viel 
spätere Stelle. Indessen empfiehlt es sich aus mancherlei Gründen, 
den Schüler recht früh im Gebrauch des Transporteurs zu üben 
und diejenigen^ Sätze anzugeben, auf die sich dies Instrument 
stützt. 

Will man aber, was für manche Untersuchungen genügt, die 
Winkel nur nach gleich, gröfser und kleiner vergleichen, so bedarf 
man der Ebene nicht; es genügt, die beiden Sätze zu benutzen, 
dafs eine Drehung um eine Gerade möglich ist, und dafs diese 
soweit fortgesetzt werden kann, bis jeder Punkt seine Anfangs- 
lage wieder erreicht. Dreht man einen Winkel AOB um den 
einen Schenkel OA, so beschreibt der andere eine Fläche, welche 
zwei Teile des Raumes gegen einander abgrenzt. Einen zw^eiten 
Winkel CQD legt man so, dafs der Punkt Q auf O und der 
Strahl QC auf OA fällt; gehört dann der Punkt D der Fläche 
an, so werden die Winkel als gleich bezeichnet, weil sie mit 
einander zur Deckung gebracht w^ erden können; wenn aber der 
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Punkt D in denjenigen Raumteil fällt, in dem der ruhende Strahl 
OA liegt, so soll der Winkel CQD kleiner sein als AOB. 

Um diese Festsetzung als berechtigt nachzuweisen, hat man 
nur die Grundeigenschaften der geraden Linie und einige Sätze 
über die Bewegung, oder wenn man lieber will, einige Eigen- 
schaften der Kugel zu benutzen; dagegen werden die Eigenschaften 
der Ebene nicht vorausgesetzt. 

4. Zwei Winkel, welche einen Schenkel gemein haben, 
während die anderen derselben geraden Linie angehören, werden 
Nebenwinkel genannt; wenn zwei Nebenwinkel einander gleich 
sind, so heifst jeder von ihnen ein Rechter. Die Frage, ob es 
rechte Winkel giebt, beantwortet Euklid durch eine Konstruktion. 
Dabei werden aber, wie wir früher (V § 8 S. 41) hervorgehoben 
haben, einige Sätze benutzt, die sich auf das Princip der Stetig- 
keit stützen; es ist demnach gestattet, die Existenz des rechten 
Winkels direkt aus diesem Princip herzuleiten. 

Man gehe von den beiden Nebenwinkeln AOC und BOG 
aus, wo OA und OB entgegengesetzte Richtung haben. Sind 
diese gleich, so ist jeder ein Rechter; ist aber etwa AOG<BOG, 
so ziehe man im Winkelfelde BOG einen Strahl OD so, dafs 
BOD = AOG ist; dann ist auch AOD — BOG. Läfst man jetzt 
einen Strahl OX sich in der Ebene um O aus der Lage OG in 
die Lage OD drehen, so ist bei Beginn der Bewegung der Winkel 
AOX kleiner als BOX, am Ende der Bewegung aber AOX gröfser 
als BOX; folglich mufs OX während der Bewegung eine Lage 
annehmen, in der die beiden Winkel einander gleich sind. Hiermit 
ist die Existenz des rechten Winkels bewiesen. 

Es ist nicht nötig, bei dieser Herleitung die Ebene zu be- 
nutzen. Wenn die beiden Nebenwinkel AOG und BOG gegeben 
sind, so genügt es, den Strahl OD so zu ziehen, dafs BOD=GOA 
ist, und im übrigen seine Lage willkürlich zu lassen. Geht jetzt 
der Strahl OX aus der Lage OG in die Lage OD stetig über, 
so mufs er mindestens einmal eine Lage annehmen, in welcher 
AOX = BOX ist. 

5. Euklid verlangt in seinem vierten Postulat, dafs alle rechten 
Winkel einander gleich sind. Dies Postulat wird, soweit ich 
übersehen kann^ von keiner Seite mehr als solches anerkannt; 
nur Herr Lindemann ^*) glaubt es retten zu sollen. Dieser Gelehrte 
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geht von folgender Überlegung aus: Wenn jemand von der starrem 
Bewegung voraussetzt, dafs sie alle Geraden und Ebenen in ein- 
ander überführt und zugleich alle Längen und Winkel unver- 
ändert läfst, so legt er mehr Voraussetzungen zu Grunde als 
notwendig sind, weil die hierbei angenommenen Eigenschaften, 
zum Teil blofse Folgerungen aus den übrigen sind. Seines Er- 
achtens genügt es, ohne Beweis anzunehmen, a) dafs alle Geraden 
und Ebenen in einander übergeführt werden können, b) dafs alle 
Längen ungeändert bleiben, und c) dafs aUe rechten Winkel zur 
Deckung gebracht werden können. Wenn eine Bewegung diesen 
Forderungen genügt, so bleiben bei ihr auch, wie rein projektive 
Untersuchungen zeigen, alle Winkel ungeändert. 

Demnach bezeichnet er es als unlogisch, »die einfacheren 
Grundsätze Euklids durch umfassendere Folgesätze zu ersetzen.« 
Diejenigen, welche den Begriff der starren Bewegung in voller 
Allgemeinheit voraussetzen, begehen nach seiner Ansicht denselben 
Fehler, wie diejenigen, welche etwa ein gleichschenkliges Dreieck 
als ein Dreieck mit zwei gleichen Seiten und zwei gleichen 
Winkeln definieren wollten, da sie in die Definition Eigenschaften 
mit aufnehmen, welche blofse Folgerungen aus den übrigen Eigen- 
schaften sind. Demnach stellt er das vierte Postulat Euklids 
geradezu neben die Annahme Riemanns von der Konstanz des 
Krümmungsmafses. 

Lindemann übersieht aber hierbei, dafs er dem griechischen 
Mathematiker, den er verteidigen will, dem er sogar eine Ahnung 
der Kleinschen Entdeckungen beilegen möchte, einen logischen 
Fehler imputiert. Die starre Bewegung soll dadurch charakterisiert 
werden, dafs bei ihr die rechten Winkel ungeändert bleiben; der 
rechte Winkel wird definiert (Def. 10) als ein solcher, der seinem 
Nebenwinkel gleich ist; die Gleichheit wird erst durch die Mög- 
lichkeit der Deckung erkannt (Axiom 4), diese aber durch starre 
Bewegung vermittelt. Demnach setzt die Definition des rechten 
Winkels bereits die starre Bewegung voraus, während die letztere 
selbst erst durch die Gleichheit der rechten Winkel definiert 
werden soll. Ein derartiger Zirkel ist aber w^eit schlimmer als 
eine Definition, die sich nicht mit den unbedingt notwendigen 
Merkmalen begnügt. 

Übrigens verfällt hier Lindemann in denselben Fehler, den 
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•er anderen vorwirft, indem er annimmt, dafs neben den Axiomen 
<ier Geraden, der Ebene und des Kreises, also neben den von 
Euklid in seiner vierten, siebenten und fünfzehnten Definition 
gemachten Voraussetzungen noch sein viertes Postulat notwendig 
^ei. Wie wir in II § 7—9 (B. 1. S. 128-149) und in VI § 5 
{S. 129fF.) nachgewiesen haben, gestatten die Axiome der Geraden, 
der Ebene und des Kreises, den Winkel einzuführen und zu 
zeigen, dafs jede Bewegung, welche den genannten Axiomen 
genügt, die Winkel ungeändert läfst. Die Forderung, den rechten 
Winkel wieder in einen rechten Winkel überzuführen, ist also 
überflüssig. . 

Wir haben sogar bedeutend weiter gehen können, indem 
wir in VI § 6 (S. 153 ff.) zur Charakterisierung der starren Be- 
wegung neben der Annahme, dafs alle Ebenen wieder in Ebenen 
übergehen, nur die Existenz zweier Kreise voraussetzten. Auch 
hierbei stellt sich die Erhaltung der Gröfse des Winkels als eine 
Folgerung aus den Prämissen heraus. So sehr wir es daher 
Herrn Lindemann als Verdienst anrechnen, darauf hingewiesen 
-ZU haben, dafs es nach Einführung der Geraden und der Ebene 
nicht mehr notwendig ist, axiomatisch vorauszusetzen, dafs alle 
Gröfsenbeziehungen bei der starren Bewegung erhalten bleiben, 
müssen wir doch seinen Versuch, das vierte Postulat Euklids als 
berechtigt nachzuweisen, als mifslungen bezeichnen. 

Eine derartige Beschreibung der starren Bewegung ist indessen 
-nur möglich, wenn man von der Projektivität ausgeht und das 
System der Geraden und Ebenen axiomatisch voraussetzt. Will 
-man aber diese Gebilde aus allgemeineren Principien herleiten, 
^o kann man den Begriff der starren Bewegung in seinem vollen 
Umfange nicht entbehren. In diesem Falle baut sich nämlich die 
Geometrie wesentlich auf diesem Begriffe auf, und es versteht 
sich von selbst, dafs ein Begriff, der einem solchen Lehrgebäude 
als Grundlage dient, einen reichen Inhalt haben mufs. 

§ 3. 
Über die Ebene und die Gerade als Baumgebilde. 

1. Eine wahrhaft musterhafte Darlegung aller Voraussetzungen, 
^^elche über die Gerade und die Ebene gemacht werden müssen, 
^'enn man daraus die weiteren Eigenschaften in voller Strenge 
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herleiten will, giebt Pasch in seinen Vorlesungen über die neuere- 
Geometrie. Darin geht er von der (geraden) Strecke und ent- 
sprechend von der ebenen Fläche aus und gelangt erst allmähUch 
zur unbegrenzten Gerade und zur Ebene. Seine Methode ist 
dadurch charakterisiert, dafs keine Definitionen aufgestellt, sondern 
nur hinreichend viele Eigenschaften der Gebilde vorausgesetzt 
werden. Demnach stellt er über die Gerade acht und über die 
Ebene vier Grundsätze auf. Es wird gut sein, dieselben hier mit- 
zuteilen. 

a) Grundsätze über die Gerade: 

1. Zwischen zwei Punkten kann man stets eine gerade Strecke 
ziehen, und zwar nur eine. 

2. Man kann stets einen Punkt angeben, der innerhalb einer 
gegebenen geraden Strecke liegt. 

3. Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke AB, so liegt der 
Punkt A aufserhalb der Strecke BC. 

4. Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke AB, so sind alle 
Punkte der Strecke AG zugleich Punkte der Strecke AB. 

5. Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke AB, so kann ein 
Punkt, der keiner der Strecken AC und BC angehört, nicht zur 
Strecke AB gehören. 

6. Sind A und B beliebige Punkte, so kann man den Punkt 
C so wählen, dafs B innerhalb der Strecke AC liegt. 

7. Liegt der Punkt B innerhalb der Strecken AC und AD,, 
so liegt entweder der Punkt C innerhalb der Strecke AD, oder 
der Punkt D innerhalb der Strecke AC. 

8. Liegt der Punkt B innerhalb der Strecke AC und der 
Punkt A innerhalb der Strecke BD, und wird CD durch eine 
gerade Strecke verbunden, so liegt der Punkt A auch innerhalb 
der Strecke CD. 

b) Grundsätze über die Ebene: 

1. Durch drei beliebige Punkte kann man eine ebene Fläche 
legen. 

2. Wird durch zwei Punkte einer ebenen Fläche eine gerade 
Strecke gezogen, so existiert eine ebene Fläche, welche alle Punkte 
der vorigen und auch die Strecke enthält. 

3. Wenn zwei ebene Flächen E, E' einen Punkt gemein 
haben, so kann man einen anderen Punkt angeben, der sowohl 
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mit allen Punkten von E, als auch mit allen Punkten von E' je 
in einer ebenen Fläche enthalten ist. 

4. Sind in einer ebenen Fläche drei Punkte A, B, C durch 
die geraden Strecken AB, BC, AC paarweise verbunden, und ist 
in derselben ebenen Fläche die gerade Strecke DE durch einen 
innerhalb der Strecke AB gelegenen Punkt gezogen, so geht die 
Strecke DE oder eine Verlängerung derselben entweder durch 
einen Punkt der Strecke AC oder durch einen Punkt der Strecke BC. 

Diese Voraussetzungen gestatten, die projektiven Eigenschaften 
herzuleiten; um aber die Metrik zu begründen, werden zehn wei- 
tere Grundsätze beigefügt. 

Die grofse Zahl dieser Voraussetzungen kann auf den ersten 
Blick auffallend erscheinen; aber man berücksichtige, dafs hier alle 
diejenigen Sätze aufgenommen sind, welche gewöhnlich aus den 
Principien der Teilung, der Stetigkeit u. s. w. hergeleitet werden. 
So kann der zweite Grundsatz über die Gerade auch die Form 
erhalten : 

Man kann die Strecke in zwei Teile zerlegen; der Punkt, 
der die Grenze dieser Teile bildet, gehört der Strecke an. 

Überhaupt wenden die Grundsätze 3, 4, 5, 7, 8 über die 
Gerade das Princip der Teilung auf die Strecke an, während der 
Grundsatz 6 die Verlängerung der Strecke begründet. Der vierte 
Grundsatz über die Ebene kommt auf das Princip der Stetigkeit 
hinaus. 

Nun ist es gewifs sehr anzuerkennen, dafs alle Voraus- 
setzungen, welche in dem genannten Werke benutzt werden, auf 
den ersten Seiten in solcher Vollständigkeit und Klarheit aufgestellt 
werden; aber es fragt sich, ob sie als Grundlagen der Geometrie 
genügen. Ehe man diese Frage bejaht, versuche man diejenigen 
Sätze, welche über die Gerade und die Ebene hinausgehen, mit 
gleicher Strenge herzuleiten. Ich will hier nur an die synthe- 
tische Begründung der Kegelschnitte vermittelst projektiver ebener 
Strahlenbündel erinnern. Hier kommt es doch wohl an erster 
Stelle darauf an, zu erkennen, dafs vermittelst dieser Konstruktion 
nicht blofs einzelne Punkte, sondern ein zusammenhangendes 
Gebilde, eine Linie, gewonnen wird. Auch niufs auf diese Linie 
wieder die Teilung angewandt werden; man mufs also zeigen, 
dafs für diese Linien im wesentlichen dieselben Sätze gelten, wie 
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sie in den Grundsätzen 3 — 5, 7, 8 für die Gerade eingeführt sind. 
Auch die Art, wie die Lehre über den Schnitt einer Geraden 
mit einem Kegelschnitt und über die gemeinschaftlichen Punkte 
zweier Kegelschnitte gewöhnlich behandelt wird, läfst sich nicht 
ohne weiteres an die Entwicklungen des Herrn Pasch anschliefseii. 
Es bedarf daher noch einer eigenen Untersuchung, um darüber 
zu entscheiden, ob die angegebenen Grundsätze wirklich für den 
Aufbau der Geometrie genügen. 

2. Euklid giebt für die Gerade und die Ebene folgende Defi- 
nitionen, welche in den Vorbemerkungen zum ersten Buche die 
vierte und die siebente Stelle einnehmen: 

»Die Gerade ist diejenige Linie, welche gegen die in ihr 
enthaltenen Punkte gleichförmig liegt.« 

»Die Ebene ist diejenige Fläche, welche zwischen den in ihr 
enthaltenen Geraden gleichförmig liegt.« 

Da in der letzten Definition die gleichförmige Lage zwischen 
den in einer Ebene enthaltenen Geraden gefordert wird, haben 
wir zunächst zu fragen, welche Geraden hierbei bereits voraus- 
gesetzt werden. Der Wortlaut, sowie die Ähnlichkeit mit der 
Definition der geraden Linie, könnte uns veranlassen zu denken, 
dafs alle in der Ebene enthaltenen Geraden von vorn herein 
postuliert werden. Aber eine solche Auffassung dürfte nicht ge- 
stattet sein. Euklid will von vorn herein gewifs nur eine einfach 
unendliche Schar von Geraden betrachten und fügt die Forderung 
der gleichförmigen Lage hinzu, um die Ebene vor den übrigen 
Flächen auszuzeichnen, in denen unendlich viele gerade Linien 
enthalten sind. Wahrscheinlich vergleicht er die Ebene mit den 
verschiedenen Arten von Kegelflächen, indem er eine Schar von 
Geraden betrachtet, die durch einen festen Punkt gehen; dabei 
legt er ohne Zweifel zwei gerade Linien zu Grunde und bestimmt 
die übrigen Punkte (und Geraden) durch die Forderung der gleich- 
förmigen Lage. 

An zweiter Stelle müssen wir eine Erklärung des Ausdrucks 
»gleichförmige Lage« (ig toov xtia&ai) verlangen. Indessen 
suchen wir diese bei Euklid und überhaupt bei den Alten ganz 
vergebens. Proklus, der doch weitschweifig genug ist, geht auf 
diese Frage nicht ein; bei der Ebene begnügt er sich damit, die 
verschiedenen Arten der in sich verschiebbaren Flächen anzugeben; 
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betreffs der Geraden behauptet er, der Ausdruck solle heifsen, die 
gerade Strecke sei der kürzeste Weg zwischen je zwei ihrer Punkte, 
was ohne Zweifel Euklid ganz fern gelegen hat. 

3. AugenblickUch scheinen folgende Definitionen sehr beliebt 
zu sein: 

»Die Gerade ist diejenige Linie, welche durch zwei ihrer 
Punkte bestimmt ist.« 

»Die Ebene ist diejenige Fläche, welche durch eine Gerade 
und einen nicht in ihr enthaltenen Punkt bestimmt ist.« 

Manche ziehen für die Ebene die Form vor, sie sei durch 
drei Punkte bestimmt; hier mufs aber die Beschränkung beigefügt 
werden, dafs die drei Punkte nicht in einer geraden Linie liegen. 

Man glaubt vielfach, hierdurch alles Axiomatische entfernt 
und diese Gebilde rein begrifflic4i eingeführt zu haben. Auch 
meint man jetzt folgern zu dürfen, dafs die Ebene jede zwischen 
zwei ihrer Punkte gezogene Gerade ganz enthält, und dafs zwei 
verschiedene Ebenen eine gerade Linie gemein haben. 

Es will mir scheinen, als ob die Art, wie die Gerade und 
die Ebene in der projektiven Geometrie eingeführt worden, auf 
die Beliebtheit der angegebenen Definitionen von Einflufs gewesen 
sei. Indessen besteht zwischen der in der projektiven Geometrie 
geltenden Auffassung und derjenigen, welche sich in den auf- 
gestellten Definitionen kundgiebt, ein wesentlicher Unterschied. 
Im letzteren Falle wird ein ganz bestimmtes System von Linien 
und Flächen verlangt; für die Projektivität kommt es nur darauf 
an, irgend ein System, welches den angegebenen Forderungen 
genügt, den weiteren Untersuchungen zu Grunde zu legen. Indem 
man sich aber, nachdem ein solches System einmal gewählt ist, 
ganz auf dasselbe beschränkt, dürfen wir jede einzelne Linie des- 
selben durch zwei, jede seiner Flächen durch drei Punkte be- 
stimmen (wo im letzten Falle die drei Punkte nicht derselben 
Linie des Systems angehören). Trotz der Ähnlichkeit in der 
äufsern Form besteht demnach in der Sache volle Verschiedenheit. 
Es geht also nicht an, die projektive Geometrie zur Rechtfertigung 
dieser Definitionen heranzuziehen. 

Vielleicht hat auch ein anderer Umstand aut die Aufstellung 
der Definitionen eingewirkt. Nachdem für eine Kurve oder Fläche 
gewisse Eigenschaften festgelegt sind, besteht eine wichtige Aufgabe 
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in der Ermittlung der Zahl von Punkten, durch welche man 
Kurven oder Flächen von der verlangten Eigenschaft nur in einer 
endlichen Anzahl legen kann. So gehen durch vier Punkte der 
Ebene zwei Parabeln hindurch. Hervorragende Wichtigkeit bietet 
der Fall, dafs durch eine gewisse Zahl von Punkten jedesmal 
eine, und zwar eine einzige Kurve oder Fläche gelegt werden 
kann; alsdann sagt man, das Gebilde sei durch die Punkte be- 
stimmt. In diesem Sinne ist ein Kreis durch drei nicht in 
gerader Linie liegende Punkte, ein Kegelschnitt durch fünf Punkte 
bestimmt, welche so in einer Ebene liegen, dafs keine drei unter 
ihnen einer geraden Linie angehören. Nun hat man versucht, 
die Aufgabe umzukehren und die Eigenschaften eines Gebildes 
aus der Zahl der dasselbe bestimmenden Punkte herzuleiten. Aber 
was kann denn der Ausdruck: Eine Linie oder eine Fläche ist 
durch eine gewisse Zahl von Punkten bestimmt, für einen Inhalt 
haben, solange man die Eigenschaften der Linie oder der Fläche 
nicht als bekannt voraussetzt? Vergebens sieht man sich nach 
einer Erklärung dieses Ausdrucks um, die doch gegeben sein mufs, 
ehe man mit der aufgestellten Definition operieren darf. 

Auch mufs es auffallen, dafs man diese Definition auf die 
Gerade und die Ebene beschränkt und bei den übrigen Gebilden 
von anderen Definitionen ausgeht. Der Grund liegt einfach darin, 
dafs man mit der Erklärung nichts anfangen kann. Selbst die 
Versuche, die einfachsten Eigenschaften der Gerade und Ebene 
aus ihr herzuleiten, können auf Strenge keinen Anspruch machen. 
Wollte man aber weitergehen, so würde die Leere des Begriffs 
noch deutlicher hervortreten. So versuche man nur, der Unter- 
suchung des Kreises die Eigenschaft zu Grunde zu legen, dafs er 
durch drei Punkte bestimmt sei; man wird schwerlich zum Ziele 
gelangen. 

Selbst in der Beschränkung auf die Gerade und die Ebene 
würde die Definition nur dann einen Schein von Berechtigung 
beanspruchen können, wenn es nur ein System von Linien und 
Flächen gäbe, welches durch die Forderung charakterisiert ist, 
dafs durch irgend zwei Punkte des Raumes eine einzige Linie 
des Systems und durch jede Linie des Systems und einen nicht 
in ihr enthaltenen Punkt eine einzige Fläche des Systems hin- 
durchgeht. Wie wir aber früher (VI § 1. S. 77, 78) erkannt 
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haben, giebt es ganz verschiedene Systeme, welche dieser For- 
derung genügen. 

4. Wenn wir auch aus den angegebenen Gründen die auf- 
gestellte Definition verwerfen müssen, so fragt es sich, ob in ihr 
nicht ein gesunder Kern enthalten sei. Nur wenn die Antwort 
bejahend ausfällt, ist die Beliebtheit dieser Definition zu begreifen. 
In der That glaube ich, dafs das folgende Postulat recht geeignet 
ist, die genannten Gebilde einzuführen: 

»Es giebt ein System von Linien und Flächen, welches fol- 
genden Forderungen genügt: 

a) durch itgend zwei Punkte des Raumes geht eine und 
zwar eine einzige Linie des Systems; 

b) durch eine Linie des Systems und einen nicht in ihr ge- 
legenen Punkt geht jedesmal eine einzige Linie des Systems; 

c) das System dieser Flächen und Linien bleibt bei allen 
Bewegungen ungeändert.« 

Die dritte Forderung kann auch durch die folgende ersetzt 
werden: Jede Fläche des Systems bleibt bei einer Bewegung ent- 
weder in Deckung mit seiner Anfangslage oder geht in eine 
andere Fläche des Systems über.*) 

Scheinbar hat die neue Definition denselben Inhalt wie die 
frühere; in Wirklichkeit besteht zwischen ihnen eine wesentliche 
Verschiedenheit, und die Ähnlichkeit beruht nur in der Form. 
Indem man die Gerade durch zwei Punkte bestimmt sein läfst, 
erweckt man den Anschein, als ob die Gerade rein begriflflich, 
ohne jedes Axiom eingeführt werden könne. Man operiert mit 
dem Ausdruck »bestimmt sein durch Punkte« wie mit einem 
GrundbegriflF; man erklärt es für selbstverständlich, dafs durch 
einen einzigen Punkt eine Linie noch nicht bestimmt sein könne, 
dafs aber zwei Punkte hierfür genügen müfsten. Auf entsprechende 
Weise fuhrt man die Ebene ein und wird sich nicht bewufst, 
neue Axiome eingeführt zu haben. Dagegen legt man bei der 
zuletzt gegebenen Definition ausdrücklich ein Axiom zu Grunde 
und nimmt dadurch einen principieli entgegengesetzten Stand- 
punkt ein. 

*) Ich brauche wohl nicht zu bemerken, dafs man sich auch bei der 
Aufetellung dieser Forderungen auf einen gewissen endlichen Bereich be- 
schränken mufs. 

12* 
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f). Veronese giebt eine Definition der Geraden, welche äufser- 
lich eine Vereinigung der Euklidischen Definition mit der an 
zweiter Stelle besprochenen darstellt, indem er sagt: 

j^Es giebt ein in der Position seiner Teile identisches Punkt- 
system einer Dimension, welches durch zwei seiner Punkte, die 
verschieden sind, bestimmt wird und stetig ist. Dies System 
heifst gerade Linie oder Gerade.« 

Unter dem Ausdruck »in der Position seiner Teile identisch« 
soll hier aber nicht dasselbe verstanden werden, was Euklid mit 
den Worten „ig Icov xtlodat"' bezeichnet; denn bei Euklid ist 
dieser Ausdruck auf die Gerade und die Ebene beschränkt; bei 
Veronese dagegen sind auch die Kreis- und die Schraubenlinie 
in der Position ihrer Teile identische Systeme einer Dimension. 
Wenn er nicht die Bewegung aus der reinen Geometrie ganz 
ausschliefsen wollte, so würde er sagen, die Gerade solle in sich 
bewegt werden können. 

Übrigens verlangt Veronese, der von vornherein den Raum 
als Ganzes der Untersuchung zu Grunde legt, keineswegs, dafs 
eine Gerade durch je zwei ihrer Punkte bestimmt sei; vielmehr 
läfst er auch Punktepaare zu, durch welche die Gerade nicht be- 
stimmt wird. Nur setzt er fest, dafs jeder Punkt, der einer 
geraden Linie nicht angehört, mit jedem ihrer Punkte eine neue 
Gerade bestimmt. 

Auf die Art, wie Veronese die Ebene einführt, gehen wir 
erst an einer späteren Stelle (§ 6) ein, wenn wir sein System 
im Zusammenhang darlegen. 

6. Mit dem Begriff der Geraden hängt der der Richtung eng 
zusammen. Viele möchten die letztere als Grundbegriff gelten 
lassen und definieren dann die Gerade als diejenige Linie, welche 
überall dieselbe Richtung hat. Nun hat aber die Gerade nicht 
eine, sondern zwei Richtungen, die einander entgegengesetzt sind; 
deshalb mufs an der Definition eine kleine Änderung angebracht 
werden. Andererseits geht aber hieraus auch hervor, dafs der 
Begriff der Richtung einfacher ist als der der geraden Linie; der 
einfachere Begriff mufs aber als der natürlichere angesehen werden. 
Hiernach dürfte es angebracht sein, den Begriff der Geraden auf 
den der Richtung zurückzuführen. Leider ermangeln aber alle 
bisher in diesem Sinne gemachten Versuche der Strenge; daher 
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ist es vorläufig notwendig, von der geraden Linie auszugehen 
und daraus den Begriff der Richtung herzuleiten. 

7. Eine ganz merkwürdige Definition der Ebene stellt Schotten 
auf, indem er in dem oben angeführten Werke sagt:^^) 

»Die Ebene ist diejenige Fläche, welche in ihrer Gesamtheit 
(in allen ihren Teilen) nur nach zwei Dimensionen ausgedehnt 
ist (die überall nach denselben beiden Hauptrichtungen aus- 
gedehnt ist).« 

Wenn er glaubt, hiermit zuerst die wahre Erklärung der 
Ebene gefunden zu haben, so werden ihm gewifs nur wenige 
beistimmen. Ich möchte vor allem die Frage aufwerfen: Giebt 
es Flächen, die nach drei Dimensionen ausgedehnt sind, oder 
solche, die in einzelnen Teilen nach zwei, in anderen nach drei 
Dimensionen ausgedehnt sind? 

Wie unklar die Definition ist, scheint der Verfasser selbst 
gefühlt zu haben, da er sonst nicht versucht hätte, durch 'die 
beigefügten Klammern den Sinn zu erläutern. Ich glaube daher 
der weiteren Besprechung gerade die in Klammern eingeschlossenen 
Worte zu Grunde legen zu sollen. Hier geht der Verfasser von 
zwei Richtungen aus, die er als Hauptrichtungen bezeichnet (aller- 
dings ohne im geringsten anzugeben, was er unter diesem Aus- 
druck versteht). Nun soll die Ebene überall nach denselben 
beiden Richtungen ausgedehnt sein. Dann mufs man wissen, 
wann zwei Richtungen identisch sind, die von ganz verschiedenen 
Punkten ausgehen. Ich fürchte, hier sei unbewufst der Begritt 
des rechten Winkels und die Parallelentheorie vorausgesetzt. 

Endlich mufs ich noch auf folgenden Umstand hinweisen. 
Schotten spricht sich mit der gröfsten Entschiedenheit dafür aus, 
dafs man die Ebene vor der Geraden einführen müsse; indem er 
aber in der Definition der Ebene die »Hauptrichtungen« benutzt, 
geht er seiner Forderung entgegen von der geraden Linie aus. 

8. Setzt man die Gerade als bekannt voraus, so lassen sich 
alle Eigenschaften der Ebene aus den beiden folgenden herleiten : 

a) Eine gerade Linie, die zwei Punkte mit einer Ebene ge- 
mein hat, fällt ganz in sie hinein; 

b) durch jede gerade Linie und einen beliebigen, ihr nicht 
angehörenden Punkt läfst sich eine Ebene legen. 
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Aus dem ersten Satze folgt, dafs zwei verschiedene Ebenen 
höchstens eine Gerade gemein haben, und dafs zwei verschiedene 
Ebenen sich jedesmal in einer geraden Linie schneiden, sobald sie 
einen Punkt gemeinschaftlich haben (V § 8, 2. S. 43). Hieraus 
ergiebt sich in Verbindung mit der zweiten Voraussetzung, dafs 
durch eine Gerade und einen nicht in ihr liegenden Punkt (oder 
was dasselbe ist, durch drei Punkte, die nicht in gerader Linie 
liegen) eine einzige Ebene hindurchgeht. 

Die beiden angegebenen Sätze kommen darauf hinaus, die 
Ebene als diejenige Fläche zu definieren, in welche eine gerade 
Linie jedesmal ganz hineinfällt, sobald sie zwei Punkte mit ihr 
gemein hat, und damit das Postulat zu verbinden: Durch drei 
nicht in gerader Linie liegende Punkte läfst sich eine Ebene legen. 

Nun braucht man nur die Lage einer geraden Linie sich 
stetig ändern zu lassen, um eine Fläche zu erhalten, der eine 
einfach unendliche Schar von Geraden angehört. Auch können 
diese Flächen noch ganz verschieden sein je nach dem Gesetze, 
durch welches die Bewegung der Geraden geregelt wird. Aber 
es ist unmöglich, irgend ein Gesetz für die Veränderung einer 
Geraden anzugeben, welches gestattet, alle in der Ebene voraus- 
gesetzten Geraden als einer einzigen Fläche angehörig unmittelbar 
in Evidenz treten zu lassen. Will man daher die Existenz der 
Ebene nicht einfach aus der Erfahrung herübernehmen, so mufs 
man eine Fläche durch eine einfach unendliche Schar von Geraden 
derartig bestimmen, dafs auch die Verbindungsgerade von irgend 
zwei der Fläche angehörenden Punkten ganz in sie hineinfällt. 

9. Zu dem Zwecke hat man versucht, folgende Erzeugung 
zu Grunde zu legen: Man läfst die Gerade sich so um einen 
ihrer Punkte drehen, dafs sie stets eine den Punkt nicht ent- 
haltende Gerade schneidet. Allerdings, wenn man die Existenz 
der Ebene voraussetzt, so bedarf es keines Nachweises, dafs diese 
Konstruktion eine Ebene liefert. Thut man das aber nicht, so 
mufs man dem festen Punkte und der festen Ebene ihre bevor- 
zugte Stellung nehmen und nachweisen, dafs dieselbe Fläche er- 
halten wird, wenn der Punkt durch irgend einen andern Punkt 
der Fläche, die Gerade durch irgend eine ihrer Geraden ersetzt 
wird. Das ist allerdings von Grelle^*) versucht worden; aber 
sein Nachweis kann nicht als streng angesehen werden. 
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10. Bedeutsamer ist ein Versuch, den Deahna**) zuerst ge- 
macht hat. Auch er setzt die Existenz der Geraden voraus und 
fugt die der Kugel hinzu als einer Fläche, deren sämtliche Punkte 
von einem festen Punkte gleichen Abstand haben. Endlich nimmt 
er an, dafs die Kugel bei der Ruhe irgend eines Durchmessers 
noch bewegt werden kann und dafs dabei jeder Punkt eine ge- 
schlossene Linie beschreibt. Hierdurch erhält man auf der Kugel 
eine Schar von Kreisen, von denen jeder bei der Drehung des- 
selben Durchmessers in sich verschoben wird. Unter diesen 
Kreisen giebt es einen, der die Kugelfläche in zwei kongruente 
Teile zerlegt. Die geraden Linien, welche vom Mittelpunkte der 
Kugel nach den Punkten dieses Kreises gezogen werden können, 
erzeugen eine Fläche, und zwar, wie nachzuweisen versucht wird, 
eine Ebene. 

Im vorigen Paragraphen (S. 171) haben wir die Existenz des 
rechten Winkels nachgewiesen, ohne die Eigenschaften der Ebene 
vorauszusetzen. Demnach können wir an der Deahnaschen Her- 
leitung eine kleine Änderung ^ anbringen und einfach definieren: 

»Dreht sich ein rechter Winkel um den einen Schenkel, so 
beschreibt der andere Schenkel eine Ebene.« 

Diese Entstehungsweise wird in manchem neueren Lehrbuche 
angegeben; einen Beweis habe ich nur in dem von Worpitzky 
gefunden. Nur geht er von weit mehr Voraussetzungen aus, als 
für die Herleitung erforderlich sind. Indessen läfst sich sein 
Beweisverfahren so modifizieren, dafs man mit den Deahnaschen 
Annahmen ausreicht; es sei gestattet, die Grundzüge des Beweises 
mitzuteilen. 

Da der Punkt C, w^elcher der Geraden AB nicht angehören 
soll, bei der Drehung um AB eine geschlossene Linie beschreibt, 
so giebt es in dem Kreise, in dem sich C bei der Ruhe von AB 
bewegt, einen Punkt D von der Eigenschaft, dafs die Bogen CD 
und DG, in welche der Kreis durch diese beiden Punkte zerlegt 
wird, einander gleich sind, oder dafs, wie wir uns auch aus- 
drücken dürfen, während der Drehung einmal die Punkte C und 
D ihre Lage vertauschen. Demnach läfst sich jeder Winkel so 
bewegen, dafs die Schenkel ihre Lage vertauschen. Daraus geht 
hervor, dafs jeder Winkel seinem Scheitelwinkel gleich ist. 

Jetzt lasse man den rechten Winkel AOX sich um den 
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Schenkel AO drehen. In der Verlängerung von AO wähle man 
den Punkt B so, dafs BO = OA ist. Ist C ein beliebiger Punkt 
des Raumes, der weder der Geraden AB noch der durch die 
Drehung von OX erzeugten Fläche angehört, so bestimme man 
denjenigen Punkt D, der bei der Drehung einmal seine Lage mit 
C vertauscht. Sobald C die Lage von D erhält, möge der Punkt 
X auf Y zu liegen kommen. Dann haben die Strecken OX und 
OY entgegengesetzte Richtung. Man ziehe noch die Strecken 

OC und OD und ver- 
längere die letztere um 
OE = OD. 
Offenbar ist 
^ COX = DOY, 
und da der letztere als 
Scheitelwinkel gleich 
EOX ist, so ist auch 
COX = EOX und CX 
= EX. Läfst man jetzt 
die Schenkel des Win- 
kels CXE ihre Lage 
vertauschen, so nimmt 
die Mitte Q der Strecke 
CE die Anfangslage 
wieder ein. Daraus 
folgt, dafs auch die bei- 
den Nebenwinkel CQX und EQX einander gleich sind. Nun ist 
X ein beliebiger Punkt der erzeugten Fläche; dieselbe Fläche 
wird also auch erhalten, wenn man den rechten Winkel CQX 
um den Schenkel QC dreht. Der erzeugten Fläche gehört also 
eine gerade Linie ganz an, sobald sie mit ihr zwei Punkte ge- 
mein hat. 

12. Da der angegebene Weg gestattet, die Existenz der Ebene 
aus der der Geraden in einer recht einfachen Weise herzuleiten, 
liegt es nahe, auch die Gerade selbst mit der Bewegung in Zu- 
sammenhang zu bringen. Man geht zu dem Ende von folgendem 
Axiom aus: 

»Wird ein Punkt eines starren Körpers in Ruhe gehalten, 
so kann man jeden anderen Punkt des Körpers bewegen; sobald 
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aber zwei Punkte des Körpers in Ruhe gehalten werden, bleiben 
zugleich alle Punkte einer Linie in Ruhe. Diese Linie heifst eine 
Gerade. Bleibt aufser den beiden ersten Punkten noch ein Punkt 
in Ruhe, welcher nicht der durch die beiden ersten Punkte 
gehenden Geraden angehört, so verbleibt der Körper selbst in 
Ruhe.« 

Dies Axiom hat den grofsen Vorzug, dafs man aus ihm alle 
Eigenschaften der geraden Linie ohne Schwierigkeit herleiten 
kann. Dem entgegen darf der kleine Mangel, dafs die Linie nicht 
unmittelbar als Grenze zweier Flächen teile auftritt, doch wohl 
nicht in Betracht kommen. 

13. Es kann unsere Aufgabe nicht sein, jede Erklärung, welche 
über die Gerade und die Ebene gegeben ist, hier zu besprechen. 
Demnach gehen wir auch nicht auf die Erklärung der Ebene als 
einer in sich verschiebbaren und umkehrbaren Fläche ein. Da- 
gegen müssen wir einige Worte sagen über die Versuche, welche 
gemacht sind, um die Theorie der Geraden und der Ebene aus 
der des Kreises und der Kugel herzuleiten. Vielfach werden 
folgende Definitionen aufgestellt: 

»Eine Ebene ist der geometrische Ort aller Punkte, welche 
von zwei festen Punkten gleichen Abstand haben.« 

»Konstruiert man um zwei feste Punkte als Mittelpunkte 
jedesmal gleiche Kugeln, so liegen ihre Schnittlinien auf einer 
Fläche, welche als Ebene bezeichnet wird.« 

Um die gerade Linie zu erhalten, geht man wohl von drei 
j Punkten aus, die gleichen Abstand von einander haben; man be- 

I schreibt um diese drei Punkte jedesmal gleiche Kugeln und be- 

stimmt ihre Schnittpunkte; diese gehören sämtUch einer geraden 
Linie an. 
i Zur Geraden versucht man auch auf folgendem Wege zu 

gelangen. Man betrachtet eine Bewegung, bei der zwei Punkte 
in Ruhe gehalten werden; dann zeigt man, dafs hierbei auf jeder 
i Kugel, die einen der beiden Punkte zum Mittelpunkt hat, zwei 

Punkte unbewegt bleiben und dafs alle diese Punkte eine Linie 
bilden. Sobald man auf diese Weise die Gerade eingeführt hat, 
kann man entweder vermittelst einer der zuletzt angegebenen 
Definitionen oder auf dem in 10. mitgeteilten Wege zur Ebene 
gelangen. 
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Meistens wird eine dieser Definitionen nur aufgestellt und 
daran die Bemerkung geknüpft, dafs sich alle Eigenschaften der 
Geraden und der Ebene daraus sehr leicht herleiten lassen. Nur 
in ganz seltenen Fällen wird der Beweis wirklich versucht; aber 
von allen diesen Versuchen, soweit sie mir bekannt geworden 
sind, kann keiner als befriedigend betrachtet werden. 

Dennoch sind diese Versuche ohne Zweifel schon aus dem 
Grunde als dankenswert anzuerkennen, weil sie zeigen, in welch 
enger Beziehung der Kreis und die Kugel zur Geraden und Ebene 
stehen; auch spricht das Interesse, welches Gaufs ihnen zuwandte, 
für ihre hohe Bedeutung. Wir würden uns daher freuen, wenn 
die Theorie der Geraden und der Ebene aus der Kugel in voller 
Strenge und mit Beschränkung auf die unentbehrlichen Axiome 
durchgeführt würde. Dennoch möchten wir davor warnen, die 
Bedeutung einer solchen Herleitung zu hoch anzuschlagen. Gerade 
und Ebene stehen in besonders enger Beziehung zur Projektivität; 
ihre Existenz vermittelst metrischer Voraussetzungen herzuleiten 
kann also nicht als der natürlichste Weg bezeichnet werden. 

§4. 

Die Gerade als die küraeste Linie. 

1. Während Euklid aus den Sätzen über den Zusammenhang 
zwischen den Seiten und Winkeln in demselben Dreieck den 
Satz herleitet, dafs die Summe zweier Seiten eines Dreiecks gröfser 
ist als die dritte Seite, stellt Archimedes in seinem Buche über 
Kugel und Cylinder neben vier anderen Postulaten das folgende 
auf: »Von allen Linien, welche in denselben Punkten begrenzt 
werden, ist die Gerade die kürzeste.« Man weifs aber nicht 
sicher, ob er in dem Satze ein wirkliches Axiom erblickt oder 
ihn nur deshalb an die Spitze stellt, weil er ihn bei seinen Unter- 
suchungen fortwährend gebraucht. Proklus meint, Euklids Defi- 
nition der Geraden als derjenigen Linie, welche gegen ihre Punkte 
gleichförmig liege, besage nichts weiter, als dafs sie die kürzeste 
Linie sei. Nachdem in neuerer Zeit Legendre die Gerade als 
die kürzeste Linie definiert hat, ist diese Definition in fehr viele 
neuere Lehrbücher übergegangen. Eine unbefangene Prüfung zeigt 
aber, dafs diese Definition unstatthaft ist, wofern man nicht eine 
Reihe neuer Axiome einfuhrt, und zwar 
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a) weil von vornherein die Möglichkeit der Messung für alle 
Linien vorausgesetzt wird, was nicht angeht, 

b) weil vor Ausfuhrung der Messung ein Mafsstab vorhanden 
sein mufe, dieser aber erst durch die gerade Linie gegeben wird, 

c) weil die Existenz eines Minimums nicht evident ist, viel- 
mehr nur axiomatisch gefordert werden kann. 

Diese drei Punkte sollen jetzt näher besprochen werden. 

2. Es ist nicht gestattet, die Möglichkeit der Messung von 
Linien von vornherein zu postulieren. Zwar sagt man wohl, man 
könne einer Linie, ohne ihre Gröfse zu ändern, jede beliebige 
Gestalt geben. Dabei denkt man gewifs an einen unausdehn- 
baren, vollkommen biegsamen Faden. Aber so mannigfaltig auch 
die Gestalt sein mag, die man einem solchen Faden noch geben 
kann, es ist unrichtig, dafs er jede Gestalt erhalten könne. Das 
würde nur dann richtig sein, wenn man jede beliebige Linie 
messen könnte. Um die Länge einer Linie auf analytischem 
Wege zu finden, führt man im allgemeinen eine gewisse Inte- 
gration aus. Das geht aber nur an, wenn die Kurve durch eine 
Funktion dargestellt wird, die eine Ableitung hat. In manchen 
Fällen haben die in die Kurve eingezeichneten gebrochenen Linien, 
die wir in V § 4 (S. 16) angegeben haben, einen endlichen 
Grenzwert, auch wenn die Kurve im allgemeinen keine Tangenten 
besitzt. Aber vielfach ist es geradezu unmöglich, von der Länge 
einer Linie zu sprechen. Um uns davon zu überzeugen, gehen 
wir etwa wieder von der Funktion aus, die wir bereits im ersten 
Bande (S. 172) erwähnt haben: 

(X) 
f (x) = -S b" cos (a"xjr), 

n«0 

WO X eine reelle Variabele, b eine positive Konstante < 1 und 
a eine ungerade ganze Zahl ist, welche der Bedingung genügt: 
ab > 1 -f- f jr. 

Jetzt betrachten wir x und y als die rechtwinkligen Carte- 
sischen Koordinaten in einer Euklidischen Ebene. Für jeden Punkt 

(x, y) dieser Ebene ist y $ f (x). Demnach bestimmt diese 

Funktion eine Teilung ^er Ebene in zwei Teile, indem man dem 
einen Teile diejenigen Punkte zuordnet, für welche y > f (x) 
ist, und dem anderen Teile alle Punkte angehören läfst, für welche 
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y <C f (x) ist. Diese beiden Teile werden gegen einander ab- 
gegrenzt durch die Gesamtheit der Punkte, welche durch die 
Gleichung y = f (x) bestimmt sind. Alle diese Punkte gehören 
demnach der Grenze zweier Flächenteile oder einer Linie an. 
Nun zeigen die bereits früher erwähnten Arbeiten, dafs man bei 
dieser Linie nicht von Länge sprechen kann. Derartige Beispiele 
lassen sich in grofser Zahl bilden. Es ist also nicht gestattet 
anzunehmen, dafs man jede Linie messen kann. 

3. Ehe man eine Messung ausfuhren kann, mufs man einen 
Mafsstab haben. Als solcher dient für alle Linien die gerade 
Strecke. Will man also die Gerade als die kürzeste Linie defi- 
nieren, so mufs man zunächst den Mafsstab angeben, durch den 
gemessen werden soll. Im andern Falle läuft man Gefahr, einen 
Zirkel zu machen, weil man die gerade Linie, die man definieren 
will, als Mafsstab bereits voraussetzt. Zur Beseitigung dieser 
Schwierigkeit ist noch nichts geschehen, obwohl sie auch im 
zweiten Bande von Lindemanns »Vorlesungen über Geometrie« 
hervorgehoben ist. Gelänge dies aber auch auf künstlichem Wege, 
so hätte man kaum etwas erreicht, da man im späteren Verlaufe 
wieder die gerade Strecke als Mafsstab benutzen mufs. 

4. Wenn es aber auch möglich sein sollte, die angegebenen 
Schwierigkeiten zu beseitigen, so bedürfte man ein neues Axiom, 
um zur geraden Linie zu gelangen. Betrachtet man nämlich die 
Gesamtheit aller mefsbaren Linien, die zwischen zwei festen 
Punkten gezogen werden können, so lehrt die allgemeine Gröfsen- 
lehre, dafs es für sie eine untere Grenze giebt; aber wir dürfen 
keineswegs schliefsen, dafs die untere Grenze auch wirklich er- 
reicht wird, oder dafs, wie man sich ausdrückt, ein Minimum 
existiert; denn es ist auch möglich, dafs man der unteren Grenze 
wohl beliebig nahe kommen, aber sie nie erreichen kann. 

Ehe wir dazu übergehen, diesen Satz zu beweisen, wollen 
wir ihn an einfachen Beispielen erläutern: 

Für die Gesamtheit der Zahlen t» t^, «...-..., wo n 

12 3 n 

eine ganze positive Zahl ist, bildet die Null die untere Grenze, 

aber diese wird von keiner der Menge angehörenden Gröfse 

erreicht. 

In einer Euklidischen Ebene zeichne man den einen Zweig 
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einer Hyperbel und ziehe zu der einen Asymptote eine Parallele, 
welche den Zweig nicht schneidet. Die Abstände der Punkte 
des Zweiges von der Geraden haben eine untere Grenze, nämlich 
den Abstand der Geraden von der Asymptote, ohne dafs diese 
Grenze von einem Punkte der Hyperbel wirklich erreicht wird. 
Um jetzt ein Beispiel zu liefern, welches mit der Gesamtheit 
der zwischen zwei Punkten verlaufenden Kurven im wesentlichen 
übereinstimmt, nehmen wir an, (p (x) sei eine reelle, eindeutige 
und stetige Funktion von x im Intervalle ( — 1 ... -|- 1) von 
der Beschaffenheit, dafs ihre Ableitung zwischen denselben Grenzen 
stetig ist und dafs g) ( — 1) = a, (p (+ 1) = b ist, wo a ^ b 
sein soll. Wir betrachten die Gesamtheit aller Funktionen <p (x), 
welche dieser Forderung für gegebene Werte von a und b ge- 
nügen, und suchen die untere Grenze des Integrals 

—1 
welches offenbar keinen negativen Wert annehmen kann. 

Bezeichnen wir mit e eine willkürlich anzunehmende positive 
Gröfse, so ist offenbar für 

-1 

Ji gröfser als J. 

Ferner genügt die Funktion 

t - 
. ^ a + b.b — a ^ e 

^(x)= -2- +--2 --T 

arctg - 

nebst der Ableitung 

d9)(x) b — a s 



dx ^ ^lx* + £* 

2 arctg - ' 

den aufgestellten Forderungen, sobald festgesetzt wird, dafs die 
Funktion arctgy für reelle Werte von y nur Werte zwischen 

+ ^ und — ^ annehmen soll. 
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Für diese specieile Funktion wird aber 

T = (^ "~jO!_ r «dx _ c (b -- a)» 

(2^rag-) -I ^ arctg- 

und J < i (^4^ 

arctg - 

Für hinlänglich kleine Werte von s kann man den Wert 

von arctg - beliebig nahe an - bringen; somit wird sich auch 

der Wert von J der Null beliebig nähern. Aber es giebt keine 
Funktion, für welche das Integral diesen Wert wirklich erreicht. 

Denn alsdann müfste -^-— im ganzen Intervall verschwinden 

oder es müfste q> (x) eine Konstante sein. Das ist aber mit der 
Annahme unvereinbar, dafs die Werte a und b, welche die Funktion 
an der Grenze annimmt, von einander verschieden sind. 

Ebenso wenig wie hier eine Funktion q) (x) wirklich existiert, 
für welche das Integral seinen kleinsten Wert annimmt, darf man 
es als selbstverständlich voraussetzen, dafs unter allen Linien, 
welche zwischen zwei festen Punkten gezogen werden können, 
eine existiert, für welche die untere Grenze der überhaupt mög- 
lichen Längen wirklich erreicht wird.^^) 

5. Die angegebenen Bedenken richten sich nur gegen den 
Versuch, rein begrifflich die gerade Strecke als kürzeste Linie 
einzuführen. Dagegen kann man die Gerade als kürzeste Linie 
einführen, wenn man geeignete Axiome aufstellt. Das hat Bettazzi ^®) 
in einer sorgfältig durchgeführten Arbeit gethan, und es wird 
nicht überflüssig sein, ihren Inhalt kurz anzugeben. 

Den Ausgang der Untersuchung bildet als erstes Postulat die 
Definition der Kugel: Bewegt man den einen Punkt eines Punkte- 
paares, während der andere fest ist, so kann der bewegte Punkt 
alle Lagen auf einer geschlossenen Fläche erhalten, in deren Innern 
der unbewegliche Punkt liegt. Auch wird vorausgesetzt, dafs die 
Punkte eines Paares mit einander vertauschbar sind. 

Der Kürze wegen wollen wir jede in zwei Punkten begrenzte 
Linie eine Strecke (tratto) nennen. Die Kugel, welche der eine 
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Endpunkt einer Strecke bei der Ruhe des anderen beschreibt, soll 
die OfFnungskugel der Strecke heifsen. Wenn in einer Reihe 
von Strecken jede folgende mit der vorangehenden einen End- 
punkt, aber keinen weitern Punkt gemein hat, so soll sie eine 
Gruppe von Strecken genannt werden. Aus jeder Strecke AoBo 
kann in der mannigfaltigsten Weise eine Gruppe von Strecken 
gebildet werden, indem man sie 1. durch beliebige auf ihr ge- 
wählte Punkte Ai, A2, A3 . . . An, die nur in dieser Reihe auf 
einander folgen müssen, in die Teile AoAi, AiA,, A2A3 ... An_iAn, 
AnBo zerlegt, und indem man 2. die einzelnen Teile beliebige 
Bewegungen ausführen läfst, die nur der Bedingung unterliegen, 
dafs die einzelnen Teile in Zusammenhang bleiben. Jede einzelne 
auf diese Weise erhaltene Gruppe von Linien nennt Bettazzi eine 
Brechungslinie (linea di spezzamento) der gegebenen Strecke. 

Ebenso nennt Bettazzi eine Lineargruppe von Körpern eine 
Reihe von Körpern, von denen jeder mit dem vorangehenden 
und nachfolgenden einen Teil der Oberfläche gemein hat, während 
die Körper im übrigen ganz von einander getrennt sind. 

Dieser Begriff" wird benutzt, um aus einer gegebenen Strecke 
aufser den Brechungslinien noch weitere Linien herzuleiten. Zu 
dem Ende wird folgende Definition aufgestellt: Wenn eine Strecke 
1 gegeben ist, so nennen wir eine andere Linie 1' erzeugt 
von 1, sobald für jeden willkürlich gewählten Körper S aus festen 
Körpern Si , S2 . . . S,,, die entweder S selbst oder Teilen von S 
gleich sind, sich eine Lineargruppe von Körpern konstruieren 
läfst, welche folgenden Bedingungen genügt: a) innerhalb des 
Körpers, der aus den Teilen Si . . . Sn besteht, ist die Strecke 1' 
und eine passend gewählte Brechungslinie X von 1 eingeschlossen; 
b) in jedem Körper Sa liegt nur eine einzige Strecke sowohl von 
r wie von k; c) die Öffnungen aller dieser Linien X unterscheiden 
sich beliebig wenig von denen der Strecken 1'. Die Brechungs- 
linien und die erzeugten Linien sollen jetzt, wie das zweite 
Postulat verlangt, ein geschlossenes System bilden, in welchem 
jede Linie durch eine beliebige andere Linie des Systems ersetzt 
werden kann. 

Alle Linien des so bestimmten Systems sollen den einen 
Endpunkt gemeinschaftlich haben. Beschreibt man jetzt für alle 
die Öffnungskugeln, so sind zwei Fälle möglich< entweder bleiben 
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alle auf diese Weise erhaltenen Kugeln innerhalb einer um be- 
schriebenen Kugel, oder es giebt keine um beschriebene Kugel, 
welche alle diese Kugeln umfafsl; im ersten Falle wird das System 
endlich, im zweiten unendlich genannt. Für ein endliches System 
werden die vier Postulate aufgestellt, welche in der Arbeit die 
dritte bis sechste Stelle einnehmen: 

IIL Wenn die Strecke li ein Teil der Strecke 1 ist, die zu 
einem endlichen System gehört, so ist jede Strecke des aus li 
hergeleiteten Systems ein Teil einer aus 1 hergeleiteten Strecke. 

IV. Wenn li und U Strecken aus endlichen Systemen sind, 
so ist auch das System endlich, welches die aus K und U ge- 
bildete Gruppe enthält. 

V. Wenn zwei endliche Systeme nicht identisch sind, so 
giebt es in einem der beiden eine Strecke, die einen Teil einer 
dem andern System angehörenden Strecke bildet. 

VI. Für jedes endliche System giebt es eine einzige Kugel, 
welche die obere Grenze für die sämtlichen Öffnungskugeln des 
Systems bildet. 

Diese Postulate ermöglichen es, den Begriff der Länge in 
voller Strenge zu begründen. Um zur geraden Strecke zu ge- 
langen, werden die weiteren Postulate hinzugenommen: 

VII. Unter allen Strecken mit denselben Endpunkten giebt 
es ein einziges System, dessen Länge kleiner ist als die irgend 
einer anderen zwischen denselben Endpunkten möglichen Strecke; 
diese kleinste Strecke heifst die gerade Strecke. 

VIII. Wenn zwei gleiche gerade Strecken einen Endpunkt 
und einen weitern Punkt gemein haben, so fallen sie ganz zu- 
sammen. 

Um endlich die gerade Linie einzuführen, wird als neuntes 
Axiom der Satz beigefügt: 

»Es giebt eine Linie, von der jedes Stück eine gerade 
Strecke ist.« 

6. Der Raum gestattet uns nicht, die einzelnen Folgerungen, 
welche Bettazzi aus seinen Postulaten zieht und mit deren Hilfe 
er zunächst die Mefsbarkeit von Linien und dann die Eigenschaften 
der Geraden beweist, im einzelnen anzuführen. Indessen bieten 
diese Entwicklungen für uns geringeres Interesse. Dagegen müssen 
wir den Postulaterr selbst einige Worte widmen. 
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Zunächst dürfen wir daran erinnern, dafs es immer mifslich 
ist, eine einzelne Frage, wie hier die nach der Mefsbarkeit von 
Linien und nach der Existenz der Geraden, abgesondert vom 
ganzen Lehrgebäude der Wissenschaft zu behandeln. Dadurch 
werden Mängel herbeigeführt, die sich bei einer andern Behand- 
lungsweise leicht beseitigen lassen. 

Was nun die Bettazzischen Postulate selbst betrifft, so können 
wir nicht bilHgen, dafs hier von vornherein der Raum als un- 
endlich vorausgesetzt wird. Noch weniger gefällt es uns, dafs 
mit dem ganzen System der aus einer krummen Strecke erzeugten 
Strecken operiert wird. Auch läfst sich nicht übersehen, ob die 
aufgestellten Postulate von einander unabhängig sind. 

Jedenfalls mufs die grofse Zahl von Postulaten einiges Er- 
staunen erregen. Dem Leser drängt sich unwillkürlich der Ge- 
danke auf, es sei wahrscheinlich einfacher, über die Kugel einige 
Voraussetzungen zu machen, mit ihrer Hilfe auf dem Wege, der 
am Schlufs des vorigen Paragraphen angedeutet wurde, die Theorie 
der Geraden zu begründen und alsdann die Messung von be- 
liebigen Linien in der Weise herzuleiten, welche in V § 4 (S. 16) 
entwickelt worden ist. Diesen Weg wird man um so lieber 
vorziehen, da auch Bettazzi unter seine Postulate zahlreiche Sätze 
über die Bewegung aufgenommen hat, während die Beliebtheit 
der Definition : »Die gerade Strecke ist der kürzeste Weg zwischen 
zwei Punkten«, wohl hauptsächlich in der Unabhängigkeit von 
der Bewegung begründet ist. 

§ 5. 
Fläche, Linie und Punkt. 

1. Auf die Frage, wie man am geeignetsten die Fläche, die 
Linie und den Punkt definiere, sind wir bereits früher (III § 3. 
B. 1. S. 172) eingegangen. Wir haben dort gesehen, dafs es 
nicht gestattet ist, vom Punkte auszugehen und die Linie durch 
Bewegung eines Punktes, die Fläche durch Bewegung einer Linie 
und den Raumteil durch Bewegung einer Fläche entstehen zu 
lassen. Denn erstens wird uns der Körper und der Raumteil 
durch die Natur gegeben, während der Punkt erst durch Ab- 
straktion gewonnen werden kann. Zweitens ist es nicht richtig, 
dafs jede Linie durch Bewegung eines Punktes, jede Fläche durch 

Killing, Grundlagen der Geometrie. IL ]^3 
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Bewegung einer Linie erhalten wird. Auch kann ein bewegter 
Punkt (B. 1. S. 170) eine Fläche oder einen Körper beschreiben. 
Demnach definieren wir die Fläche als die Grenze zweier Raum- 
teile, die Linie als die Grenze zweier Flächenteile und den Punkt 
als die Grenze zweier Linienteile. Es wird nötig sein, auf diese 
Definition hier etwas näher einzugehen. 

2. Ein Raum A sei in zwei Teile B und C zerlegt und ein 
Körper k, der ganz dem Räume A angehört, möge in gleich- 
zeitiger teilweiser Deckung mit B und C sein; ein Teil von k 
möge also entweder den Raum B selbst oder einen Teil desselben 
decken, und ein anderer Teil von k möge im Räume C liegen. 
In diesem Falle sagen wir, der Körper k liege auf der Grenze 
der den Raum A bildenden Raumteile B und C. 

Dieser Festsetzung entspricht es zu sagen, zwei Raumteile 
M und N hingen zusammen oder grenzten an einander, 
wenn es einen Raumteil P giebt, der in die beiden Teile M und 
N zerlegt werden kann; dementsprechend dürfen M und N einer- 
seits keinen Teil gemeinschaftlich haben, andererseits müssen sie 
einen einzigen Raum teil bilden. 

Von B trennen wir Teile ab, die nicht mit C zusammen- 
hangen; so sei B in die beiden Teile B' und B' zerlegt, von 
denen der letztere nicht an C grenzen möge. Dann gehört der 
Körper k, der auf der Grenze von B und C liegt, auch der 
Grenze von B' und C an. Ebenso dürfen wir von C einen Teil 
C" abtrennen, der nicht mit B zusammenhängt, ohne die gegen- 
seitige Grenze zu verändern. Auch ist es gestattet, diese Ope- 
ration unbeschränkt fortzusetzen. Hierbei sind zwei Fälle möglich : 
entweder bilden die übrigbleibenden Teile B und C, die mit 
einander in Verbindung stehen, bei jeder Abtrennung von Teilen, 
die nicht an den andern Raumteil grenzen, stets einen einzigen 
Raum; oder, wenn man von den beiden Teilen B und C solche 
Teile abtrennt, welche jedesmal mit dem andern Teile keinen 
Zusammenhang haben, so bestimmen die übrig bleibenden Teile 
mehrere Körper. Im zweiten Falle kann man vom Räume A 
mehrere Räume Ai, Ag ... abgetrennt denken, die unter ein- 
ander nicht in Zusammenhang stehen, von denen aber jeder durch 
die vorhin ausgeführte Teilung in zwei Teile zerfällt, etwa Ai in 
Bi und Gl, A2 in B2 und C2 u. s. w. Diesen Teilen soll die 
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weitere Eigenschaft zukommen, dafs jeder Körper, der auf der 
Grenze von B und C liegt, in gleichzeitiger teil weiser Deckung 
mit zwei Teilen ist, in die einer der Räume Ai, A2 . . . zerfällt. 
Im ersten Falle sagen wir, die Grenze der Raumteile B und C 
bestehe aus einer einzigen Fläche, im zweiten lassen wir die 
Grenze in mehrere Flächen zerfallen. Die Teilung des Raumes 
A in die beiden Teile B und C liefert daher eine einzige Fläche 
(B, C), wenn man in ganz beliebiger Weise von jedem der beiden 
Teile solche Gebiete abtrennen kann, die nicht an den anderen 
Teil grenzen, ohne dafs der übrigbleibende Teil in mehrere Räume 
zerfällt. Besteht die Grenze aus mehreren Flächen, so kann man 
jede für sich untersuchen. 

3. Ein Raumteil A führe durch seine Zerlegung in die Teile 
B und C auf die Fläche (ß, C); ebenso sei ein Raumteil L in 
die beiden Teile M und N zerlegt, die in einer einzigen Fläche 
(M, N) an einander grenzen. Die Fläche (B, C) ist identisch 
mit der Fläche (M, N), wenn jeder Körper, der ganz im Räume 
A liegt und mit den beiden Räumen B und C in gleichzeitiger 
teilweiser Deckung ist, auch die beiden Raumteile M und N teil- 
weise deckt. Wir können in diesem Falle auch sagen: Indem 
wir von B Teile abtrennen, die nicht mit C zusammenhangen, 
und von C Teile entfernen, die nicht an B grenzen, und in ent- 
sprechender Weise mit den beiden Raumteilen M und N ver- 
fahren, läfst sich, wofern die Flächen zusammenfallen, durch die 
angegebene Operation erreichen, dafs der übrigbleibende Teil von 
B mit dem übrigbleibenden Teile von M (bezw. N) und der übrig- 
bleibende Teil von C mit dem von N (bezw. M) identisch wird. 

In ähnlicher Weise sagen wir, die Fläche (M, N) bilde einen 
Teil der Fläche (B, C), wenn jeder Körper, der auf der Grenze 
von M und N liegt, auch mit den Raumteilen B und C in gleich- 
zeitiger teil weiser Deckung ist, während ein Körper auf der 
Grenze von B und C liegen kann, ohne der Grenze von M und 
N anzugehören. 

Eine Fläche (B, C) ist in die beiden Flächen (M, N) und 
(P, Q) zerlegt, wenn jeder Körper, welcher auf der Grenze von 
B und C liegt, entweder der Grenze von M und N oder der 
Grenze von P und Q oder beiden Grenzen angehört. Wir dürfen 
demnach sagen, die Fläche (B, C) bestehe aus den Flächen (M, N) 

13* 
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und (P, Q), wenn a) jeder Körper, der mit M und N in teil- 
weiser Deckung ist, auch auf der Grenze von B und C liegt, 
b) jeder Körper, der auf der Grenze von P und Q liegt, auch 
für B und C dieselbe Eigenschaft hat, und c) jeder Körper, der 
mit B und C in teilweiser Deckung ist, teilweise entweder den 
vier Räumen M, N, P, Q oder den beiden Räumen M und N 
oder den beiden Räumen P und Q angehört. 

In derselben Weise, wie wir hier den Raumteil A in die 
beiden Teile B und C zerlegt haben und dadurch zu der Fläche 
(B, C) gelangt sind, körinen wir auch einen Körper a in zwei 
Teile teilen und dementsprechend eine Fläche als Grenze zweier 
Teile eines Körpers erhalten. Eine Fläche (b, c), die auf dem 
letzteren Wege gewonnen wird, deckt eine durch zwei Raum- 
teile erhaltene Fläche (ß, C), wenn jeder Raumteil, mit dem die 
Körper b und c in gleichzeitiger teil weiser Deckung sind, sowohl 
mit B wie mit C einen Teil gemeinschaftlich hat. Hiernach 
braucht man nicht zu definieren, was es heifse, eine Fläche decke 
einen Teil einer andern u. dgl. 

4. Der weiteren Untersuchung legen wir wieder die Annahme 
zu Grunde, dafs durch die Zerlegung von A in die Teile B und 
C eine einzige Fläche (B, C) gewonnen wird. Darin können 
wir B in zwei Teile D und E zerlegen, die beide mit C zu- 
sammenhangen. Da die Raum teile C und D einen einzigen Raum 
bilden, so bestimmen sie eine Fläche (C, D); ebenso führen die 
an einander grenzenden Raumteile C und E auf eine Fläche (C, E). 
Nun überzeugen wir uns sehr leicht, dafs die Fläche (B, C) in 
die beiden Teile (C, D) und (C, E) zerfällt. Dieselbe Operation, 
welche wir vorhin mit den Raumteilen B und C vorgenommen 
haben, können wir jetzt auf die Flächen (C, D) und (C, E) 
übertragen: wir können von der Fläche (C, D) einen Teil ab- 
trennen, der nicht mit (C, E) zusammenhängt, und ebenso von 
(C, E) beliebige Flächenteile entfernen, die nicht mit der Fläche 
(C, D) in Verbindung stehen. Durch diese Überlegung werden 
wir auf die Grenze zweier Flächenteile geführt, die ent- 
weder aus einer einzigen Linie besteht oder sich in mehrere 
Linien zerlegt. 

5. Es wird gut sein, diesen Gedanken durchzuführen, ohne 
den Begriff der Fläche zu benutzen. Der Raumteil A sei in drei 
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Teile C, D, E derartig zerlegt, dafs jeder Teil an die beiden 
anderen grenzt. Zugleich soll aber, indem wir etwa von C 
beliebige Teile abtrennen, die weder mit D noch mit E in Zu- 
sammenhang stehen, mindestens ein Teil übrig bleiben, der so- 
wohl mit D wie mit E zusammenhängt. Wofern diese Bedingungen 
erfüllt sind, sagen wir, jeder der drei Teile läge auf der gemein- 
schaftlichen Grenze gegen die beiden anderen. 

Jetzt teilen wir C in zwei Teile C und C, von denen der 
zweite höchstens mit einem der Teile D und E in Zusammen- 
hang steht. Ebenso trennen wir von D einen Teil D' ab, der 
entweder an keinen der Teile C und E oder nur an einen von 
ihnen grenzt, und nennen den übrigen Teil D'. In entsprechender 
Weise sei E in die beiden Teile E' und E' zerlegt. Die drei auf 
diese Weise erhaltenen Raumteile C, D', E' bilden entweder einen 
einzigen Raumteil A', oder man gelangt zu getrennten Räumen, 
von denen jeder sowohl einen Teil von C als auch von D' und 
von E' enthält. Es genügt offenbar, den ersten Fall allein zu 
betrachten und anzunehmen, dafs, wie man auch immer von den 
drei Raumteilen C, D, E Gebiete abtrennt, welche nicht der ge- 
meinschaftlichen Grenze gegen die beiden anderen angehört, der 
übrigbleibende Teil jedesmal einen einzigen Raum bildet. In 
diesem Falle sagen wir, die gemeinschaftliche Grenze der drei 
Raumteile sei eine Linie. Wir können jetzt genau in derselben 
Weise, die wir fiir die Flächen dargelegt haben, definieren, was 
es heifse, zwei Linien seien identisch, eine Linie sei ein Teil 
einer anderen, eine Linie sei in zwei Teile zerlegt u. dgl. Auch 
können wir wieder eine Linie durch Teilung eines Körpers ent- 
stehen lassen und die weiteren Untersuchungen, die wir oben 
für die Fläche angestellt haben, mit Leichtigkeit auf die Linie 
übertragen. 

Hierbei müssen wir noch auf folgenden Umstand hinweisen. 
Wenn die Teilung des Raumes A in die drei Teile C, D, E eine 
einzige Linie bestimmt, so sind für die Teilung des Raumes C 
in zwei Teile C' und C" drei Fälle möglich: entweder grenzt 
einer der beiden Teile an D und E oder beide Teile grenzen an 
D und E oder einer der beiden Teile grenzt nur an D und der 
andere an E. Im dritten Falle möge C mit D, C" mit E zu- 
sammenhangen. Denken wir jetzt die Teile G' und E zu einem 
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neuen Räume Ej vereinigt, so bestimmt die Teilung (C, D, Ei) 
dieselbe Linie, wie die Teilung (C, D, E). 

6. Durch die vorangehenden Entwicklungen sind alle Mo- 
mente gegeben, welche bei der Definition des Punktes in Betracht 
kommen. Wir können von einer Linie ausgehen und sie in 
zwei Teile zerlegen; von jedem Teile trennen wir Stücke ab, 
welche nicht an den anderen Teil grenzen; dadurch werden wir 
auf die Grenze zweier Linienteile geführt, welche in einem Punkte 
besteht oder in mehrere Punkte zerfällt. Auch können wir un- 
mittelbar von einem Raumteil A ausgehen und ihn so in vier 
Teile zerlegen, dafs jeder Teil mit den drei anderen in Zusammen- 
hang steht und dieser Zusammenhang bestehen bleibt, wie auch 
von jedem der Teile Gebiete abgetrennt werden, welche nicht 
an die anderen Teile grenzen. Die Durchführung dieser Gedanken 
ist so leicht, dafs wir nicht näher darauf einzugehen brauchen. 

§ 6. 
Wundts Definition des Baumes. 

Wenn wir auch die Behandlung aller philosophischen Fragen 
von unserem Werke ausschliefsen, so müssen wir doch auf Wundts 
Raumtheorie ^^) etwas näher eingehen, da dieser Philosoph, wie 
überhaupt auf die übrigen Wissenschaften, so auch auf die Ergeb- 
nisse der mathematischen Forschung sorgfältig Rücksicht nimmt. 
Indessen müssen wir uns Beschränkung auferlegen, indem wir 
die Raumtheorie rein für sich und auch so nur nach ihrer ma- 
thematischen Seite betrachten. Somit wollen wir unser Haupt- 
augenmerk auf seine Definition des Raumes und die ihr ent- 
sprechenden Axiome der Geometrie richten und alles andere nur 
soweit berücksichtigen, als es für die Beurteilung der Raumtheorie 
nicht entbehrt werden kann. 

Bei der Definition, welche Wundt vom Räume giebt, ver- 
langt er mit vollem Rechte, dafs darin keine Begriffe vorkommen, 
die bereits in irgend einer Weise den Raum voraussetzen. Dem- 
nach geht er von den fünf Begriffen aus: L Gröfse, 2. Richtung, 
3. Stetigkeit, 4. Veränderung, 5. Zahl, und zwar in einem Sinne, 
der nichts specifisch Räumliches einschliefst. Darauf gründet er 
folgende Definition: 
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»1. Der Raum ist eine stetige und unbegrenzte Gröfse, in 
welcher das Einzelne, welches nicht in weitere Bestandteile zerlegt 
werden kann, durch drei unabhängig von einander veränderliche 
Richtungen bestimmt wird. Das unzerlegbar Einzelne im Räume 
heifst Punkt. Die Bestimmung irgend eines Einzelnen im Räume 
durch die drei unabhängigen Richtungen heifst Lage. 2. Jeder 
beliebige Teil des Raumes kann vom übrigen Raum abgesondert 
gedacht werden. Ein solcher abgetrennter Teil des Raumes (ein 
zusammengesetztes Einzelnes) heifst ein Raumgebilde. 3. Jedes 
Raumgebilde kann in veränderter Lage gedacht werden, ohne dafs 
dadurch das wechselseitige Lagenverhältnis beliebig in ihm an- 
genommener Punkte verändert wird. Diese Eigenschaft des Raumes 
heifst Kongruenz. 4. Zu jeder Richtung im Räume existiert 
eine entgegengesetzte Richtung von übereinstimmender Lage, und 
die Lage zweier zusammengehöriger entgegengesetzter Richtungen 
heifst eine Gerade.« 

Den wesentlichen Inhalt dieser Begriffsbestimmungen glaubt 
er in folgender Weise zusammenfassen zu können: »Der Raum 
ist eine stetige, in sich kongruente unendliche Gröfse, in welcher 
das unzerlegbare Einzelne durch drei Richtungen bestimmt wird.« 

Diese Definition wird an einer späteren Stelle durch die 
folgenden vier Axiome ersetzt: »L Die Lage eines jeden Punktes 
ist durch drei unabhängig von einander veränderliche Richtungen 
bestimmt. 2 Die Lage jedes beliebigen ausgedehnten Raum- 
gebildes wird durch die Lage dreier willkürlich in ihm ange- 
nommener Punkte bestimmt. 3. Jedes Raumgebilde bleibt mit 
sich kongruent, wenn es beliebig in veränderter Lage gedacht 
wird. Zwei Raumgebilde sind daher kongruent, wenn das eine 
aus einer blofsen Lageänderung des andern entstehen kann. 4. Jede 
beliebige Richtung im Räume kann als eine ins Unendliche zu- 
nehmende Gröfse gedacht werden.« 

Wir glauben unser Interesse hauptsächlich der ausführlichen 
Definition zuwenden zu sollen. Ehe wir aber zur Besprechung 
des ersten Satzes derselben übergehen, müssen wir eine Bemerkung 
vorausschicken. Man hat es vielfach als einen Mangel der ana- 
lytischen Geometrie bezeichnet, dafs durch die Einführung der 
Koordinaten etwas Fremdes in die Wissenschaft hineingebracht 
werde, dafs die ganze Untersuchung gleichsam einen Umweg 
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mache 9 indem man dasjenige Gebilde, dessen Eigenschaften er- 
mittelt werden sollen, nicht für sich, sondern in seiner Lage 
gegen ein anderes, davon durchaus unabhängiges Gebilde, das 
Koordinatensystem, untersucht. Wenn man auf diesen Vorwurf 
auch erwidern kann, dafs man die Lage eines Gebildes überhaupt 
erst dann bestimmen kann, wenn man die Lage eines anderen 
als gegeben betrachtet, so behält er doch immer seine Berech- 
tigung. Mag der Vorteil, den die Anwendung der Analysis für 
die Geometrie bietet, noch so grofs sein, mag es vielfach ge- 
lingen, das Koordinatensystem in organischen Zusammenhang mit 
dem zu untersuchenden Gebilde zu bringen, oder mag man sich 
von dem gewählten System unabhängig machen können: an sich 
ist die Koordinatenbestimmung dem Räume fremd. Eine Defi- 
nition des Raumes, bei der diese Bestimmung zur eigentlichen 
Grundlage gemacht wird, kann demnach nicht als natürlich an- 
gesehen werden. 

Für die Fassung des ersten Satzes der Definition ist ohne 
Zweifel das Cartesisehe Koordinatensystem bestimmend gewesen. 
Dabei legt man bekanntlich drei Richtungen zu Grunde, die von 
einem Punkte ausgehen, ohne einer Ebene anzugehören; durch 
je zwei der angenommenen Achsen legt man eine Ebene, zieht 
von dem zu bestimmenden Punkte aus die Parallele zu jeder der 
drei Achsen bis zum Schnittpunkt mit der durch die beiden an- 
deren Achsen gelegten Ebene und mifst die drei auf diese Weise 
erhaltenen Strecken durch dasselbe Mafs. Offenbar kann aber 
diese Konstruktion in ihrer Ausführlichkeit hier nicht gemeint 
sein, da sonst schon der Raum und seine Eigenschaften voraus- 
gesetzt würden, während der Begriff der Richtung nur in einem 
Sinne postuliert wird, der auf Raum, Zeit, Zahl, Empfindungs- 
intensität in gleicher Weise anwendbar ist. Demnach kann der 
angegebene Satz nur den Sinn haben, dafs man überhaupt von 
drei Richtungen ausgehend jedem Punkte drei Zahlen zuordnen 
könne, ohne dafs der Weg, auf dem dies möglich sein soll, 
wirklich angegeben wird. Das ist aber höchst mifslich; denn 
entweder wird der Leser unwillkürlich die Cartesischen Koordi- 
naten heranziehen und dadurch den angewandten Begriffen räum- 
liche Eigenschaften beilegen, oder er wird von der Definition 
nicht befriedigt sein, da ihm die Möglichkeit der Messung nicht 
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einleuchtet. Zu wenig in die Definition hineinzulegen, dürfte 
auch nicht angehen; so können wir kaum glauben, der Raum 
solle hier, um einen treffenden Ausdruck Lies zu gebrauchen^ 
nur als eine dreifach ausgedehnte Zahlenmannigfaltigkeit bezeichnet 
werden. 

Überhaupt ist der Verfasser im Irrtum über die Bedeutung 
der Zahl der Dimensionen, wenn er darin nur die Zahl der Ele- 
mente erblickt, welche zur Bestimmung der Lage eines Punktes 
notwendig sind, wenn er sie also, wie er einmal ausdrücklich 
sagt, für Hilfsgröfsen der geometrischen Forschung hält. Dem 
gegenüber müssen wir beachten, dafs diese Zahl von der höchsten 
realen Bedeutung ist, indem der Ausdruck, der Raum hat drei 
Dimensionen, besagt, dafs eine dreimal wiederholte Teilung in 
der früher angegebenen Weise (S. 198) auf das unteilbare Ge- 
bilde, den Punkt, führt. Im dritten Abschnitt (B. 1. S. 168—172) 
haben wir zudem d"kannt, dafs wir die Punkte des Raumes durch 
jede beliebige Zahl von Gröfsen bestimmen können, dafs z. B. 
für diesen Zweck die Zahlen einer einzigen Reihe ausreichen. 
Auch in anderer Hinsicht leiden die Angaben Wundts über die 
mehrdimensionale Geometrie an so vielen Ungenauigkeiten, dafs 
es unmöglich ist, sie einzeln zu besprechen. 

Soviel glauben wir aber hier bewiesen zu haben, dafs wir 
unmöglich den ersten Satz als eine geeignete Grundlage für die 
Definition des Raumes anerkennen können. Vielleicht bietet aber 
der dritte Satz der Definition noch gröfsere Schwierigkeiten. Wie 
wir sehen, will der Verfasser zur Erklärung der Kongruenz den 
festen Körper nicht heranziehen. Er erklärt in den vorangehenden 
Erläuterungen ausdrücklich, die Geometrie als die abstrakte Wissen- 
schaft der Raumelemente habe von denjenigen Erscheinungen ab- 
zusehen, welche aus der physikalischen Konstitution der Körper 
hervorgehen; auch könne der Satz, dafs es absolut feste Körper 
giebt, um deswillen eine physikalische Vorstellung nicht sein, weil 
er physikalisch unrichtig sei. Über diesen Punkt glauben wir uns 
im fünften Abschnitt ausführlich genug ausgesprochen zu haben; 
wir wiederholen hier nur: Der Geometrie kommt es einzig und 
allein auf die Vergleichung der Raumteile an; ob man dazu einen 
festen Körper benutzen oder sie in anderer Weise vermittelt denken 
will, ist an sich gleichgültig; nur mufs die Vergleichung, von der 
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die Geometrie ausgeht, denselben Gesetzen folgen wie die Be- 
wegung fester Körper. Demnach haben wir zu untersuchen, ob 
es Wundt gelungen sei, ohne Benutzung der festen Körper eine 
genügende Grundlage der Kongruenz zu schaffen. 

Um diese Frage zu beantworten, beachten wir zuerst die 
Erläuterungen, welche der Verfasser auf den der Definition voran- 
gehenden Seiten seines Werkes giebt. Hier operiert er fort- 
während mit der »Translocierung von Raumteilen«; er denkt 
geradezu einem abgegrenzten Teile des Raumes eine andere Lage 
gegeben und setzt voraus, dafs derselbe infolge dieses Lagen- 
wechsels seine räumlichen Eigenschaften nicht verändert. Das 
ist aber höchst bedenklich; denn erstens ist der Raum und h:iit 
ihm jeder seiner Teile durchaus unbeweglich; zweitens gehört 
doch die Lage im Räume zu den räumlichen Eigenschaften (so 
ist die Lage, durch die sich zwei kongruente Würfel unterscheiden, 
doch wohl eine räumliche Eigenschaft); es ist also unstatthaft zu 
sagen, ein Raumgebilde verändere durch Lagenänderung seine 
räumlichen Eigenschaften nicht. 

Indessen wäre es unrecht, an solche der Erklärung gewidmete 
Partieen den Mafsstab der äufsersten Strenge zu legen. Wundt 
betrachtet an den erwähnten Stellen ohne Zweifel zwei Raum- 
gebilde von verschiedener Lage, die in allen übrigen räumlichen 
Eigenschaften übereinstimmen. Was das zu bedeuten habe, soll 
dann durch den dritten Satz seiner Definition erklärt werden. 
Zwar deuten die ersten Worte: »Jeder Raumteil kann in ver- 
änderter Lage gedacht werden«, wieder auf eine Dislocierung hin. 
Wenn aber ein Raumgebilde seine Lage nicht ändern kann, so 
darf es auch nicht in geänderter Lage gedacht werden. Somit 
müssen wir das Hauptgewicht auf die Worte legen, das wechsel- 
seitige Lagenverhältnis beliebig in einem Raumgebilde angenom- 
mener Punkte werde nicht verändert. Wir fragen uns daher: 
Wann gilt das wechselseitige Lagenverhältnis in verschiedenen 
Raumgebilden als gleich? Nach dem ersten Satze der Definition, 
der das Wort Lage erklären will, müssen wnr beidemal drei 
Richtungen zu Grunde legen und mit ihrer Hilfe den einzelnen 
Punkten Koordinatenwerte zuordnen. Gewifs ist diese Erklärung 
ausreichend, wenn wir beidemal ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system zu Grunde legen und beidemal dieselbe Längeneinheit 
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gebrauchen. Das dürfen wir hier aber nicht voraussetzen; denn 
alsdann hätten wir den Begriff der Kongruenz vorweggenommen, 
der doch hier erst erklärt werden soll. Der erste Satz der Defi- 
nition sagt nichts vom Winkel der Koordinatenachsen und von 
der Längeneinheit. Wir haben somit kein Mittel, die beiden 
Koordinatensysteme mit einander zu vergleichen. Hiernach bleibt 
die Möglichkeit, dafs das eine Raumgebilde durch ein rechtwink- 
liges, das andere durch ein schiefwinkliges Koordinatensystem 
bestimmt sei; auch braucht nicht beidemal dieselbe Längeneinheit 
benutzt zu werden. Mit Hilfe solcher Systeme seien den ein- 
zelnen Punkten des ersten Gebildes die Wertsysteme (xi, X2, X3) 
und den Punkten des zweiten Gebildes die Wertsysteme (yi , y.2, y^) 
zugeordnet. Läfst man jetzt dem Punkte (xi, X2, xg) denjenigen 
Punkt (yi, y2, ys) entsprechen, für den xi =yi, X2=y^y xg =y3 
ist, so müssen nach der Definition die Raumgebilde als kongruent 
angesehen werden, während sie es in Wirklichkeit nicht sind. 

Der vierte Satz definiert die Gerade durch zwei einander 
entgegengesetzte Richtungen von übereinstimmender Lage. Hier 
hat das Wort »Lage« doch offenbar eine ganz andere Bedeutung 
als im ersten Satze der Definition ; es fehlt jede Andeutung, wie 
dies Wort denn überhaupt verstanden werden soll. Danach sucht 
man auch in der beigefügten Fufsnote vergebens; im Gegenteil 
giebt diese zu weiteren Bedenken Veranlassung. 

Über die Axiome möchten wir zunächst bemerken, dafs die 
Übereinstimmung zwischen ihnen und den beiden Definitionen 
doch weit geringer ist, als Wundt annimmt: nur würde es zu 
weit führen, dies hier zu beweisen. Dagegen glaube ich die Auf- 
merksamkeit des Lesers auf das zweite Axiom hinlenken zu sollen. 
In der aufgestellten Form halte ich dasselbe geradezu für unrichtig, 
da jedes Raumgebilde an sich eine feste Lage hat, diese also nicht 
erst durch Punkte bestimmt werden kann. Das Axiom mufs 
demnach zum mindesten an die dritte Stelle gesetzt werden, 
indem man ihm die Bedeutung beilegt, dafs ein Gebilde, welches 
einem gegebenen kongruent sein soll, vollständig bestimmt ist, 
sobald man die Lage von drei Punkten kennt. Aber selbst in 
dieser Form ist es nicht geeignet, die scharfen Forderungen 
Helmholtz' zu ersetzen; denn mit der Wundtschen Form wäre 
es u. a. vereinbar, dafs die Lage des dritten Punktes noch ganz 
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willkürlich ist, nachdem man die der beiden ersten beliebig ge- 
wählt hat. 

Man mufs es bedauern, dafs Wundt nicht die Folgerungeo 
aus seiner Definition so weit gezogen hat, bis er wenigstens die 
Existenz der Ebene und die Parallelentheorie begründet hätte» 
Dann würde er wohl genötigt gewesen sein, auf die wirkliche 
Bedeutung der nicht-euklidischen Geometrie einzugehen. Was er 
jetzt darüber sagt, trifft nicht ihre Theorie selbst, sondern richtet 
sich gegen unrichtige Ansichten, die er sich darüber gebildet hat. 
So glaubt er, man stelle sich vor, die Gerade sei ein Bestandteil 
des objektiven Raumes, der darum, weil er unabhängig von uns 
existiere, auch gelegentlich seine Eigenschaften verändern könne. 
Eine Andeutung Riemanns in seiner Habilitations- Vorlesung ver- 
steht er dahin, als halte es dieser Mathematiker für möglich, dafs 
durch ein Zurückgehen auf das unmefsbar Kleine eine der wesent- 
lichen Eigenschaften des Raumes sich verändern könne. Dem 
entgegen darf ich daran erinnern, dafs auch für den Mathematiker 
die Gleichförmigkeit des Raumes oberstes Princip ist. 

Überhaupt bleiben alle Eigenschaften des Raumes, die Wundt 
für wesentlich hält, in den nicht -euklidischen Raumformen un- 
geändert; nur verlangt er in der kürzeren Definition und im 
vierten Axiom, dafs der Raum unendlich sein solle. Dadurch 
werden allerdings manche Raumformen ausgeschlossen; aber 
Wundt selbst kann diese Eigenschaft nicht für wesentlich ansehen, 
da er in der ausführlichen Definition nur verlangt, dafs der Raum 
unbegrenzt sein soll; die letztere Eigenschaft kommt aber allen 
Raumformen gleichmäfsig zu. 

• 

§7. 
Eine Arbeit Überwegs. 

Wir müssen hier auf eine Abhandlung Überwegs ^®) über die 
Grundlagen der Geometrie eingehen, die allerdings auf die wei- 
teren Entwicklungen dieser Theorie keinen bemerkbaren Einflufs 
ausgeübt hat, die aber als Vorläuferin der bekannten Helmholtz- 
schen Arbeiten Beachtung verdient, da sie siebzehn Jahre früher 
erschienen ist und im Grundgedanken eine merkwürdige Über- 
einstimmung zeigt. 
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Schon die Stellung und Rechtfertigung der Aufgabe bietet 
Interesse. Überweg vermifst in den Principien der Mathematik 
wissenschaftliche Strenge, da sich darin Begriffe ohne Definitionen, 
Sätze ohne Beweise (Axiome), Forderung der Lösung von Auf- 
gaben ohne Nachweis der Mittel (Postulate) finden. Nun glaubt 
er, die Arithmetik bedürfe keiner Axiome, wofern nur die ge- 
nügenden Definitionen vorausgeschickt würden. Aber aus den 
Principien der Geometrie könne nicht alles Unbewiesene eliminiert 
werden. Dementsprechend machen sich seiner Ansicht nach zwei 
Forderungen geltend, die eine: zwischen den mannigfaltigen gang- 
baren Grundbegriffen, Axiomen, Postulaten durch eine wissen- 
schaftliche Ableitung einen Zusammenhang nachzuweisen; die 
andere: den Grund der Gewifsheit des mathematisch Unbeweis- 
baren darzuthun. Dem zweiten Problem werden nur wenige 
Seiten gewidmet; Überweg will eingehend nur die erste Aufgabe 
behandeln. Dabei bieten sich zwei Wege dar, von denen der 
eine von der philosophischen Bestimmung des Raumes, der zweite 
von einer bestimmten empirischen Anschauung ausgeht. Da der 
erste erst eingeschlagen werden kann, nachdem mehrere philo- 
sophische Fragen endgültig gelöst sind, will der Verfasser den 
zweiten verfolgen; er will mit anderen Worten von einem Ex- 
perimente ausgehen. Nun erfolgt die Sonderung des Raumes 
aus der sinnlichen Totalanschauung nur durch Wahrnehmung von 
Bewegungen. Demnach erachtet er die Bewegung als ein wesent- 
liches Element seines Experimentes und glaubt speciell das nach- 
stehende seiner Einfachheit wegen empfehlen zu sollen: 

Ein materieller fester Körper kann nach dem Zeugnis der 
Sinne, I. wenn er unbefestigt ist, überallhin gelangen, wo sich 
nicht etwa schon ein anderer fester Körper befindet; II. derselbe, 
an einer einzelnen Stelle festgehalten, kann sich nicht mehr un- 
beschränkt überallhin bewegen, ist aber doch nicht aller Bewegung 
beraubt; III. aufserdem noch an einer zweiten Stelle festgehalten, 
kann derselbe an keiner Stelle mehr alle bei (II) möglichen Be- 
wegungen machen, aber doch immer noch bewegt werden; 
IV. wird aber eine dritte Stelle des Körpers befestigt, die bei 
(III) noch bewegt werden konnte, so wird alle Bewegung des- 
selben überhaupt unmöglich. 

Mit diesem Experimente verbindet er, indem das Zeugnis der 
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Sinne idealisiert wird, das Axiom oder die Hypothese, dafs die 
vorstehenden Bestimmungen mit absoluter Genauigkeit gelten. 
Dann sucht er daraus mit mathematischer Strenge analytisch 
zurückzuschliefsen auf die Grundbestimmungen des Raumes. Sind 
diese gefunden, so tritt endlich von ihnen aus das synthetische 
Verfahren ein, welches den ganzen Reichtum der Geometrie er- 
zeugt. Streng auszuschliefsen ist hierbei jede Anschauung, jedes 
Axiom, jedes Postulat, überhaupt jede Bestimmung, die nicht in 
dem Obigen liegt. 

Aus dem ersten Teile des Experimentes werden die Defi- 
nitionen des Ortes, der unendlich kleinen Gröfse, der Stetigkeit 
hergeleitet und die Gleichartigkeit, Kontinuität und Unendlichkeit 
des Raumes erschlossen. Der zweite Teil führt auf den Punkt, 
den Weg eines Punktes, auf den kugeligen Ort (die Kugelfläche), 
auf den allgemeinen Begriff der Fläche und liefert zahlreiche Sätze 
über diese Gebilde. 

Uns interessiert besonders eine Stelle, worin der Verfasser 
zeigt, dafs er mit vollem Bewufstsein mehr aus der Erfahrung 
erschliefsen will, als er in der obigen Skizzierung seines Experi- 
mentes ausdrücklich angegeben hat. Er will alle Bewegungen 
untersuchen, die noch möglich sind, wenn eine Stelle eines 
festen Körpers festgehalten wird. Zu dem Zwecke geht er aus- 
drücklich wieder auf die Erfahrung zurück und erklärt: »Die Er- 
fahrung zeigt uns, dafs, wenn mehrere Orte befestigt sind, andere 
Erscheinungen als die angeführten, nämlich die beiden folgenden 
Teile unseres Experimentes eintreten. . . . Die bleibende Stelle 
kann also kein endlicher Teil des Raumes sein; sie kann selbst 
keine zweite gleichartige Stelle in sich unterscheiden lassen und 
ist daher das absolut einfache Raumelement.« Auch die Annahme, 
dafs mit der Ruhe eines Punktes ein durch denselben hindurch- 
gehendes Gebilde regelmäfsig in sich verbleibt, wird an einer 
spätem Stelle ausgeschlossen, indem hervorgehoben wird, die 
Kugel mit dem Mittelpunkte a könne ins Unendliche abnehmen, 
indem ihr Grenzwert der Punkt a sei, »dessen Gröfse = vor- 
gestellt wird«. 

Auf die Folgerungen, welche Überweg aus dem dritten und 
vierten Teile seines Experimentes zieht, wollen wir nicht ein- 
gehen. Wir bemerken nur, dafs er zum Schlufs seiner analytischen 
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Untersuchung auf die gerade Linie geführt wird, indem er den 
Lehrsatz zu beweisen sucht: »Bei jeder Drehung eines Körpers 
um zwei feste Punkte giebt es eine, aber auch nur eine Linie, 
die unbewegt bleibt; die beiden festen Punkte fallen in sie hinein.« 
Demnach definiert er die Gerade als diejenige Linie, welche bei 
der Drehung um zwei ihrer Punkte in sich verbleibt, und giebt 
dann dem vorstehenden Satze die' Form: »Zwischen je zwei 
Punkten giebt es eine, aber auch nur eine gerade Linie, die über 
beide hinaus ins Unendliche verlängert werden kann.« 

Die synthetische Untersuchung, welche sich jetzt anschliefst, 
will zunächst zeigen, dafs der Raum drei Dimensionen hat, sucht 
dann den Begriff der Richtung zu begründen, definiert die Ebene 
als den Ort der gleichen Abstände von zwei Punkten und glaubt 
daraus die Fundamentaleigenschaft der Ebene herleiten zu können. 
Der Begriff der Richtung führt auf den Winkel und liefert, wie 
Überweg meint, eine weitere Grundlage für die Parallelentheorie. 

Wie wir sehen, hat die Arbeit zahlreiche Mängel; das Ex- 
periment, aus dem alle Eigenschaften des Raumes hergeleitet 
werden sollen, genügt keineswegs; noch weniger können die 
Beweise als befriedigend anerkannt werden. Immerhin bleibt 
dieser Versuch, der noch älter ist als Riemanns bekannte Vor- 
lesung, von hohem Interesse, um so mehr, da sich der Verfasser, 
wie er sagt, nur in einzelnen Partieen an eine Schrift von Erb 
anschliefsen konnte, im Plane des Ganzen aber ohne Vorgänger 
war. Zudem zeigt Überwegs »Experiment« grofse Ähnlichkeit 
mit den »Thatsachen « , von denen Helmholtz viele Jahre später 
ausging. Ob der letztere die vorliegende Arbeit gekannt hat, 
wird sich wohl nicht ermitteln lassen; nur ist es auffallend, dafs 
Helmholtz häufig den Ausdruck »kugelige Flächen« gebraucht, 
wie Überweg von »kugeligen Orten« spricht; jedenfalls müssen 
wir wohl beachten, dafs die Voraussetzungen, von denen Helm- 
holtz ausgeht, weit schärfer und umfassender, und dafs seine 
Beweise von ganz anderer Natur sind. 

Zum Schlufs dieses kurzen Überblicks müssen wir unserm 
Bedauern Ausdruck geben, dafs Überweg durch seinen frühen 
Tod verhindert wurde, diese Abhandlung (und einige weitere) in 
neuer Bearbeitung herauszugeben, was er nach einer Mitteilung 
von Theodor Toeche in seinen letzten Lebensjahren beabsichtigt hat. 
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§ 8. 
Tillys Grundlagen der Gfreometrie. 

Wir wenden uns jetzt zu einer Arbeit von de Tilly,'^) die 
ohne Zweifel durch Helmholtz' Untersuchungen beeinflufst ist, 
<leren Ziel aber darauf hinauskommt, die von Helmholtz gemachten 
Voraussetzungen zu vereinfachen und die rechnende Beweismethode 
-des letzteren durch eine geometrische zu ersetzen. 

1. Tilly glaubt nach Begründung der Begriffe von Fläche, 
Linie und Punkt die ganze Geometrie auf dem BegriflFe der Ent- 
fernung aufbauen zu können. Wie er sagt, ist jedesmal mit irgend 
zwei Punkten A und B des Raumes eine gewisse Gröfse, die 
Entfernung AB, derartig verbunden, dafs 

a) alle Entfernungen gleichartige Gröfsen sind, die verschie- 
denen Entfernungen also der Gesamtheit der positiven Zahlen 
zugeordnet werden können, und dafs 

b) die Entfernung AB nur null wird, wenn die Punkte A 
und B zusammenfallen. 

Es möge hier bemerkt werden, dafs Tilly im Grunde ge- 
nommen nicht die Entfernung r selbst seiner Untersuchung zu 
Grunde legt, sondern eine beliebige Funktion f (r), welche für 
-alle positiven Werte von r eindeutig und stetig ist , für r = 
verschwindet und mit wachsendem Argument selbst wächst; der- 
artige Funktionen können aber in der mannigfaltigsten Weise 
gebildet werden. 

Mit der Entfernung werden diejenigen Bewegungen in Zu- 
sammenhang gebracht, bei denen jedes System von Punkten in 
sich unverändert bleibt. Demnach stellt Tilly folgendes Axiom auf: 

»Die Entfernung ändert sich im Räume auf stetige Weise, 
d. h. wenn man eine beliebige von zwei Punkten A und B be- 
grenzte Linie betrachtet, so verändert sich die Entfernung der 
Punkte dieser Linie vom Endpunkte B auf eine stetige Weise 
von AB bis null.« 

»Ist im Räume eine beliebige Figur gegeben, welche die 
Punkte A und B enthält, hat ferner der Punkt B' von A dieselbe 
Entfernung wie der Punkt B, so kann man die Figur bei der Ruhe 
des Punktes A so bewegen, dafs das System unverändert bleibt 
und dafs der Punkt B die Lage des Punktes B' erhält.« 
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Diese Voraussetzungen fafst Tilly als erstes oder Haupt-Axiom 
zusammen; daran schliefst er das zweite Axiom, nach welchem 
die Entfernung zweier Punkte unbegrenzt wächst. 

Aus diesen beiden Axiomen glaubt er die Geometrie ein- 
wurfefrei herleiten zu können. 

2. An erster Stelle beweist er den Satz, dafs, wenn in einer 
Figur die Punkte A und B, und in einer zweiten Figur die Punkte 
A' und B' derartig gewählt sind, dafs die Entfernungen AB und 
A'B' einander gleich sind, man jedesmal der zweiten eine neue 
Lage geben kann, in w^elcher der Punkt A' auf A, B' auf B fällt. 
Zu dem Ende verbindet er die Punkte A und A' durch eine be- 
liebige Linie; hierin mufs ein Punkt O liegen, für den OA=»OA' 
ist. ' Nun genügt eine zweimalige Anwendung des Hauptaxioms, 
die Richtigkeit des Satzes zu erkennen. 

3. Hieran schliefst sich eine Untersuchung, die für das Werk 
eine fundamentale Bedeutung hat. Wenn der Punkt X eine be- 
liebige Linie (AB) beschreibt, sich etwa vom Punkte B zum 
Punkte A hinbewegt, so ändert sich die Entfernung XB des 
Punktes X von B stetig; sie braucht nicht fortwährend zu wachsen, 
kann vielmehr Maxima und Minima haben ; da aber die Entfernung 
gleich null wird, wenn man den Punkt X mit B zusammenfallen 
läfst, so mufs es in der Nachbarschaft des Punktes B einen Be- 
reich BB' geben, auf dem die Entfernung stets zunimmt, wofern 
der Punkt X auf ihr von B weggeht. Diesen Bereich nennt Tilly 
die rigion de croissance continue. 

Aus dieser Behauptung schliefst er, dafs es zwischen zwei 
Punkten A und B mindestens eine Linie giebt, auf der die Ent- 
fernung vom Endpunkte A fortwährend wächst. Erstreckt sich 
nämlich auf einer beliebigen zwischen A und B gezogenen Linie 
(AB) der Bereich fortwährenden Wachstums vom Punkte A bis 
zu einem Punkte M, so ist die Entfernung AM entweder gleich 
der Entfernung AB oder gröfser oder kleiner als dieselbe. Ist 
AM = AB, so kann man die Figur so um A drehen, dafs M 
auf B fällt; dann hat die neue Linie die vorgeschriebene Eigen- 
schaft. Wenn aber AM > AB ist, so giebt es in AM einen 
Punkt B', fiir den AB' = AB ist; jetzt kann man die Linie (AB') 
so bewegen, dafs B' auf B fällt; der Satz ist also ebenfalls be- 
wiesen. Wofern aber endlich AM <C AB ist, mufs es, weil für 

Killing:, Grundlagen der Geometrie. II. 14 
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den Punkt M die Entfernung aufhört zu wachsen, einen Punkt 
M' in der Linie zwischen M und B geben , für den AM' = AM 
ist und von dem aus die Entfernung XA zunächst wächst, wenn 
sich X von M' aus auf dem Zweige (MB) bewegt. Nun dreht 
man die Linie (AM), bis M auf M' fällt, und betrachtet statt der 
Linie (AB) diejenige Linid, welche aus der mit (AM) kongru- 
enten Linie (AM) und dem ursprünglichen Zweige (M'B) besteht. 
Dadurch ist der Bereich fortwährenden Wachstums gröfser ge- 
worden. Wiederholt man also die angegebene Operation, so 
mufs man schliefslich eine Linie (AB) erhalten, welche die ge- 
forderte Eigenschaft besitzt. 

4. Aber nicht blofs auf jeder Linie, sondern auch auf jeder 
Fläche giebt es nach Tilly um jeden Punkt A herum einen 'Be- 
reich fortwährenden Wachstums der Entfernung. Um das zu 
beweisen, zieht er auf der Fläche von dem Punkte aus unendlich 
viele, einander unendlich nahe Linien. Auf jeder Linie giebt es 
einen endlichen Bereich fortwährenden Wachstums; die Entfer- 
nungen der einzelnen Endpunkte von A bestimmen eine Mannig- 
faltigkeit von Gröfsen, unter denen es ein von null verschiedenes 
Minimum giebt; betrachtet man auf jeder Linie nur den Punkt, 
dem diese kleinste Entfernung zukommt, so begrenzt die Gesamt- 
heit der auf diese Weise erhaltenen Punkte einen Bereich von 
der verlangten Eigenschaft. 

5. Nachdem die Kugel in bekannter Weise definiert ist, 
werden folgende Sätze bewiesen: 

»Wird der Mittelpunkt der Kugel festgehalten und bleibt ein 
Teil der Oberfläche unbewegt, so kann überhaupt kein Teil der 
Kugel bewegt werden.« 

»Wenn bei der Ruhe des Mittelpunktes eine auf der Kugel- 
fiäche gezogene Linie in Ruhe bleibt, so mufs auch die Kugel 
als Ganzes unbewegt bleiben.« 

»In einem bewegten System bleibt kein Raumteil und keine 
Oberfläche in Ruhe.« 

»Zwei verschiedene Kugelflächen können keinen Teil ihrer 
Oberflächen gemeinschaftlich haben.« 

Was den Beweis dieser Sätze betrifft, so bemerken wir nur, 
dafs Tilly regelmäfsig von den Bereichen fortwährenden Wachs- 
tums auf einer Linie und auf einer Fläche Gebrauch macht. 
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6. Durch eine unendlich kleine Drehung eines unveränder- 
lichen Systems um einen festen Punkt O gelangt ein Punkt A 
auf einen Punkt B, zugleich aber der Punkt B auf C, C auf D 
u. s. w. Alle diese Punkte A, B, C, D . . . liegen nicht nur 
auf derselben Kugel, sondern gehören auch sämtlich einer Linie 
an, welche bei der Bewegung in sich verschoben wird. Diese 
Linie mufs entweder unendlich oder geschlossen sein. Der erste 
Fall kann nicht eintreten, da die Linie einerseits einem endlichen 
Raumteile angehört, andererseits sich keinem Punkte unbegrenzt 
nahem kann, ohne ihn zu erreichen. Demnach bedeckt sich jede 
Kugel, die O zum Mittelpunkt hat, bei der angegebenen Bewegung 
mit geschlossenen in sich verschiebbaren Linien. Die Grenze 
dieser Linien ist, wie weiter gezeigt wird, ein Punkt, der bei der 
Bewegung in Ruhe verbleibt. 

7. Nun führt Tilly auf der Kugel um jeden Punkt A herum 
neben dem Bereiche fortwährenden Wachstums noch einen wei- 
teren Bereich ein, der die Eigenschaft hat, dafs alle Punkte, welche 
ihm nicht angehören, von A weiter entfernt sind als die Punkte 
des Bereiches. Mit Hilfe dieses neuen Begriffes zeigt sich, dafs 
auf jeder Kugel noch ein zweiter Punkt liegt, der bei der ange- 
gebenen Bewegung in Ruhe bleibt. Daraus folgt weiter der Satz : 

»Bei der Ruhe zweier Punkte ist noch Bewegung möglich; 
dann beschreibt jeder Punkt auf einer Kugel, die einen der ruhenden 
Punkte zum Mittelpunkt hat, eine geschlossene Linie. Alle Punkte 
vollenden ihren Umlauf gleichzeitig, und alle Punkte einer ge- 
wissen Linie, der Geraden, bleiben bei der Bewegung in Ruhe.« 

Nachdem dann noch gezeigt ist, dafs es zwischen zwei 
Punkten eine einzige gerade Linie giebt, und dafs die Entfernung 
AB gleich der Entfernung BA ist, bietet der weitere Ausbau der 
Geometrie keine Schwierigkeit mehr. 

8. Das hierdurch skizzierte System Tillys kann als Versuch, 
fiir den es sich durch den Titel ausgiebt, lebhaftes Interesse be- 
anspruchen; auch enthält es ohne Zweifel manche Keime, welche 
bei weiterer Entwicklung sich für die Grundlagen der Geometrie 
als nützlich erweisen können. Aber die übertriebenen Lobsprüche, 
mit denen die Arbeit von ihrem Erscheinen an bis in die jüngste 
Zeit überschüttet worden ist, zwingen uns, eine sachliche Prüfung 

14* 
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eintreten zu lassen und wenigstens einigen Bedenken, die wir 
gegen die Arbeit hegen, offenen Ausspruch zu geben. 

9. Tilly will eine rein geometrische Methode anwenden; er 
ordnet nicht, wie Helmholtz, den einzelnen Punkten Wertsysteme 
zu, um dann auf rechnerischem Wege geometrische Sätze zu er- 
halten, sondern er will auch in seinen Beweisen ganz auf dem 
Boden der Geometrie verbleiben. Während Helmholtz eine grö- 
fsere Anzahl von Axiomen voraussetzt, glaubt Tilly im wesent- 
lichen nur ein einziges zu bedürfen. Aber während Helmholtz' 
Voraussetzungen einen geometrischen, oder wenn man lieber will, 
einen mechanischen Charakter an sich tragen, stellt Tillys Axiom 
eine Mischung von Algebra und Geometrie dar, die unmöglich 
natürlich sein kann. Nachdem ein Punkt O gegeben ist, wird 
jedem Punkte A eine gewisse Zahl zugeordnet; diese Zahl bleibt 
für die Punkte einer gewissen Fläche ungeändert; sie ändert sich 
stetig, wenn der Punkt A irgend eine Bewegung ausfuhrt. Eine 
solche Festsetzung trägt vollständig den Stempel der Willkür an 
sich. Noch weniger erhält man eine Antwort auf die Frage, wie 
sich denn die Entfernung bestimmen lasse. Auch sind die Be- 
weise keineswegs geometrisch, sondern, wie Veronese treffend 
hervorhebt, rein analytischer Natur. 

10. Nun könnte man denken, die Entfernung als Zahlgröfse 
könne durch gewisse geometrische Annahmen ersetzt werden; 
die Benutzung des Abstandes sei demnach nur ein überflüssiges 
Beiwerk, welches leicht entfernt werden könne. In der That, 
sobald man die Annahme macht, dafs die Kugel eine geschlossene 
Fläche ist, in deren Innerem der Mittelpunkt liegt, kann man 
jeder beliebigen Reihe von Punkten Ai, Ag, A3 . . . Aa . . . A^ . . . 
eine Reihe von Zahlen ai, ag, a3 . . . a;. . . . a^ . . . zuordnen, 
welche allen Anforderungen Tillys genügt. Man braucht ja zu 
dem Ende nur die Forderung zu stellen, dafs, wofern A^ aufser- 
halb der durch Ai, aber innerhalb der durch Av gelegten Kugel 
liegt, die Zahl a^ > u, aber a^ < av sein soll. Hiernach sollte 
man denken, die Möglichkeit, jedem Punkte des Raumes in der 
von Tilly geforderten Weise eine Zahl zuzuordnen, sei eine blofse 
Folgerung aus dem hier gemachten rein geometrischen Axiom. 
Indessen würde man sich vergeblich bemühen, wenn man aus 
dem neuen Axiom die Folgerungen ziehen wollte, die Tilly aus 
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dem seinigen herleitet. Das legt den Gedanken nahe, dafs Tillys 
System sich nicht auf die angegebene Grandlage stützt, sondern 
fremde Voraussetzungen hinzunimmt. 

11* In der That gründet sich sein Beweisverfahren darauf, 
dafs es auf jeder Linie und jeder Fläche um einen beliebigen 
Punkt herum einen Bereich fortwährenden Wachstums giebt. Dieser 
Satz gilt aber keineswegs für jede Linie, da er sich auf die An- 
nahme stützt, dafs, wofern die Entfernung der einzelnen Punkte 
einer Linie von dem einen Endpunkte Maxima und Minima be- 
sitzt, die Zahl derselben stets endlich ist. Dafs diese Annahme 
nicht gemacht werden darf, ergiebt sich aus Sätzen, welche in 
neuerer Zeit nach Weierstrafs' Vorgange für die reellen stetigen 
eindeutigen Funktionen einer reellen Variabein aufgefunden und 
welche durch Dinis Lehrbuch der Funktionentheorie für jeden 
leicht zugänglich gemacht sind. Ich erinnere nur an die ebene 
Linie, welche in Cartesischen rechtwinkligen Koordinaten durch 
die Gleichung: 

oo 

y = 2; hx COS (a^xjr) 

unter den früher angegebenen Bedingungen (S. 187) dargestellt 
wird. Solche Linien müssen bei dem Verfahren Tillys von vorn- 
herein ausgeschlossen werden, was kaum angeht. 

12. Noch weit bedenklicher ist der entsprechende Satz für 
Flächen. Tilly zieht auf der Fläche durch den angenommenen 
Punkt eine Reihe von Linien, sucht auf jeder den Bereich fort- 
währenden Wachstums und bestimmt die untere Grenze der ein- 
zelnen Bereiche. Durch diese Erwägung erhält er einen gewissen 
Teil der Fläche und nimmt an, dafs derselbe in einer festen Be- 
ziehung zu der Fläche steht, während man diesem Gebiete der 
Fläche nur dann eine von der Auswahl der Linien unabhängige 
Eigenschaft beilegen darf, wenn alle von dem Punkte ausgehenden 
Linien in Betracht gezogen werden. Aber selbst für eine einzige 
Schar von Linien fehlt der Nachweis, dafs die untere Grenze der 
Entfernungen von null verschieden ist, und ein solcher Nachweis 
läfst sich gar nicht führen. Um das zu erkennen, nehmen wir 
die einfachste Fläche, die Euklidische Ebene, wählen in ihr einen 
Punkt A, legen durch A eine Gerade und ziehen alle Kreise, 
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welche diese Gerade in A berühren. Auf beiden Seiten werden 
die Radien der Kreise und damit die Bereiche fortwährenden 
Wachstums immer kleiner; es existiert also keine von null ver- 
schiedene untere Grenze. Nun beruhen die weiteren Beweise 
darauf, dafs für jede Räche der Bereich fortwährenden Wachs- 
tums von null verschieden ist, stützen sich also auf einen Satz, 
der unmöglich richtig sein kann. 

13. Die Annahme, dafs es in jeder Fläche um einen be- 
liebigen Punkt einen Bereich fortwährenden Wachstums giebt, darf 
hiemach wohl als der fundamentale Fehler in Tillys System be- 
zeichnet werden. Wenn im Vergleich hiermit die übrigen Mängel 
des Werkes auch weniger in Betracht kommen, so möchten wir 
doch die Art und Weise noch erwähnen, wie diejenige Drehung 
um einen Punkt eingeführt wird, bei der jeder Punkt eine in sich 
verschiebbare Linie beschreibt. Bei einer solchen Bewegung soll 
die Veränderung betrachtet werden, die in einem Augenblick vor 
sich geht; da, heifst es, werde der Punkt A durch einen Punkt 
B ersetzt, B durch C u. s. w. Eine solche Darstellung wäre nur 
gestattet, wenn auf jeden Augenblick ein anderer unmittelbar 
folgte, und wenn es in einer Linie zu jedem Punkte einen be- 
stimmten unmittelbar vorangehenden und einen unmittelbar fol- 
genden gäbe. Da beides nicht der Fall ist, kann man den Beweis 
nicht für genügend erachten. 

§ 9. 
VeroneBes Aufbau der G-eometrie. 

Das grolse Werk Veroneses »Fondamenti della Geometria«, 
welches vor kurzem auch in einer deutschen Ausgabe erschienen 
ist,**) zerfällt nach einer Einleitung in zwei Teile, von denen der 
erste »die Gerade, die Ebene und den Raum von drei Dimen- 
sionen im allgemeinen Raum« behandelt, während der zweite 
Teil dem »Raum von vier und n Dimensionen im allgemeinen 
Räume« gewidmet ist. Ein Anhang befafst sich mit historisch- 
kritischen Untersuchungen über die Principien der Geometrie. 
So wichtig die Einleitung, in der die »Fundamentalsätze über die 
abstrakten mathematischen Formen« entwickelt werden, auch für 
das ganze System sind, müssen wir uns doch versagen, darauf 
hier einzugehen. Zwei besonders wichtige Kapitel sind im fünften 
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Abschnitt besprochen; in gleicher Weise den Inhalt der übrigen 
Kapitel mitzuteilen, würde zu weit führen. Noch weniger dürfen 
wir uns mit dem Anhang beschäftigen; dagegen müssen wir dem 
Leser einen Einblick zu vermitteln suchen in die interessante und 
originelle Art und Weise, in der die Geometrie von Veronese 
aufgebaut wird. Zu dem Zwecke will ich die ersten Definitionen, 
Axiome und Sätze wesentlich in der vom Verfasser eingehaltenen 
Reihenfolge geben; natürlich mufs ich darauf verzichten, die Er- 
läuterungen und Beweise ebenfalls mitzuteilen. Für den späteren 
Inhalt des Werkes begnüge ich mich mit einem zusammenfassenden 
Überblick. Selbstverständlich behalte ich die Nomenklatur des 
Verßissers auch da bei, wo sie von der meinigen durchaus ab- 
weicht. 

1. Den Anfang bilden folgende Definitionen und Axiome: 

Def. Das Grundelement, aus welchem sich die Formen zu- 
sammensetzen, heifst Punkt. 

Ax. I. Es giebt verschiedene Punkte. Alle Punkte sind 
identisch. 

Def. Jede Form, deren Grundelement der Punkt ist, nennen 
wir Figur oder geometrisches Ding oder Gebilde. 

Def. Der allgemeine Raum ist durch ein System von Punkten 
gegeben, derart, dafs, wenn eine beliebige seiner Figuren von n 
Dimensionen in ihm gegeben ist, es wenigstens einen Punkt 
aufserhalb dieser Figur giebt. Die Wissenschaft, die sich mit den 
Figuren (und daher mit dem allgemeinen Raum) beschäftigt, heifst 
Geometrie. 

Ax. II. Es giebt ein in der JPosition seiner Teile identisches 
Punktsystem einer Dimension, welches durch zwei seiner Punkte, 
die verschieden sind, bestimmt wird und stetig ist. Das System 
heifst gerade Linie oder Gerade. Es giebt Punkte aufserhalb der 
Geraden. Jeder Punkt, welcher nicht der Geraden angehört, be- 
stimmt mit jedem Punkte derselben eine andere Gerade. 

Ax. III. Wenn zwei beliebige Gerade einen Punkt A ge- 
meinschaftlich haben, so ist mit einem beliebigen Segment (AB) 
der ersten ein Segment (AB) der zweiten, und den Vielfachen 
von (AB) die Vielfachen von (AB) identisch. 

Daraus werden u. a. folgende Sätze hergeleitet: 

»Die Gerade ist einfach geschlossen oder einfach offen.« 
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»Wählt man einen Punkt X der Geraden, so giebt es nur 
zwei einem beliebigen anderen Segment gleiche Segmente, welche 
das Element X zum gemeinschaftlichen Ende haben und gleich 
gerichtet sind.« 

»Wenn zwei Punkte die Gerade nicht bestimmen, so. enthält 
jede Gerade, die den einen Punkt enthält, auch den anderen. 
Jedes geradlinige Segment ist ein Teil einer einzigen Geraden, 
Alle durch einen Punkt gehenden Geraden bestimmen den allge- 
meinen Raum. Zwei beliebige Gerade sind identisch.« 

Die weitere Entwicklung geht nach der Definition des Drei- 
ecks von folgenden Definitionen aus: 

»Unter der Umgebung eines gegebenen Punktes A verstehen 
wir das Gebiet, welches durch alle von A ausgehenden Segmente, 
die einem beliebigen noch so kleinen Segment s gleich sind, 
bestimmt wird. Der Abstand 2e heifst die Ausdehnung der Um- 
gebung von A.« 

»Ein Punkt L heifst Grenzpunkt einer Punktgruppe (X) oder 
einer Reihe von Punkten (Xn), wenn in jeder beliebigen Um- 
gebung von L in beliebig kleiner Ausdehnung ein Punkt der 
Gruppe oder der Reihe liegt, falls n so grofs genommen wird, 
dafs jeder Punkt Xn+r in die genannte Umgebung fällt.« 

Der Ausdruck »ein veränderliches Dreieck« soll soviel be- 
deuten als eine Reihe von Dreiecken. 

Hiernach wird das Axiom aufgestellt: 

Ax. IV. Wenn eine Seite eines beliebigen Dreiecks un- 
begrenzt klein wird, so wird die Differenz der beiden anderen 
Seiten ebenfalls unbegrenzt klein, 

und daraus werden folgende Sätze hergeleitet: 

»Wenn zwei Punkte A und B einen Punkt C zum Grenz- 
punkt haben, so strebt ihr Segment auf jeder durch sie gehenden 
Geraden der Null zu. Wenn eine Punktreihe (Xn) einen Grenz- 
punkt L hat, so nimmt das Segment (XnXn-f r) bei konstantem r 
und unbegrenzt wachsendem n unbegrenzt ab. Der Punkt Xn 
der Reihe (Xn), welche L zum Grenzpunkt hat, kann sich bei 
unbegrenzt wachsendem n nur dem Punkte L unbegrenzt nähern. 
Wenn der Abstand eines Punktes R von den Punkten X einer 
Geraden unbegrenzt abnimmt, so gehört der Punkt R der Ge- 
raden an.« 
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»Wenn eine Punktgruppe (A) der Geraden derart gegeben 
ist, dafsy 

1. wählt man ein beliebiges Segment, dessen Enden Punkte 
der Gruppe sind, die Enden der konsekutiven diesem System 
gleichen Systeme in der gegebenen Richtung von jedem Punkte 
der Gruppe als Anfang an, der Gruppe selbst angehören, 

2. ein Punkt A um (A) nicht einen ersten konsekutiven 
Punkt der Gruppe in jeder Richtung hat, so giebt es in jedem 
willkürlich kleinen Segment der Geraden stets einen Punkt der 
Gruppe.« 

Von diesen Sätzen aus gelangt der Verfasser, allerdings erst 
noch durch zahlreiche Zwischenstufen hindurch, zu folgendem 
Ergebnis: 

»Wenn die Gerade offen ist, so bestimmt jedes Punktepaar 
die Gerade. Wenn die Gerade geschlossen ist, so wird sie durch 
zwei beliebige ihrer Punkte bestimmt mit Ausnahme des mög- 
lichen Falles, dafs diese Punkte entgegengesetzt sind (d. h. dafs 
die geschlossene Linie durch die beiden Punkte halbiert wird).« 

2. Nachdem auf diesem etwas weitläufigen Wege die Theorie 
der Geraden zum Abschlufs gebracht ist, aber zugleich zahlreiche 
Sätze bewiesen sind, die in den folgenden Abschnitten fortwährend 
benutzt werden, wird ein Gedanke entwickelt, der an sich ganz 
einfach ist, der auch schon in anderen Werken manche An- 
wendung gefunden hat, dessen konsequente Durchführung aber 
für das Veronesesche System charakteristisch ist. Dieser Gedanke 
besteht darin, dafs mit einer Figur jedesmal die Gesamtheit aller 
durch irgend zwei ihrer Punkte begrenzten geraden Segmente 
betrachtet wird. Hierbei stützt sich der Verfasser auf folgende 
Sätze: 

»Jede Figur gehört einer geradlinigen Figur an. In zwei 
gleichen Figuren . . . ABC . . . M . . . und . . . A'B'C . . . M' . . . 
sind die durch Gruppen sich entsprechender Punkte bestimmten 
Figuren gleich. Zwei geradlinige, durch andere gleiche Figuren 
bestimmte Figuren . . . ABC . . . M . . . und . . . A'B'C . . . M' . . . 
sind gleich, wenn sich zwischen ihren Punkten ein eindeutiger 
Zusammenhang derart feststellen läfst, dafs die geradlinigen Seg- 
mente (und damit auch die Abstände) der entsprechende^ Punkte 
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der Reihe nach gleich sind. Zwei Figuren, die einer dritten gleich 
sind, sind einander gleich.« 

Zu den einfachsten Figuren ist das Strahlenpaar und das 
Geradenpaar zu rechnen, von denen das erstere aus zwei von 
einem Punkte ausgehenden Strahlen (Halbgeraden), letzteres aus 
zwei sich schneidenden Geraden besteht. Mit jedem Strahlenpaar 
wird das Scheitelpaar zusammengestellt. Der Verfasser beweist 
folgende Sätze: 

»Wenn zwei Geradenpaare gleich sind, so mufs in ihrem 
Identitätszusammenhang erstens dem Schnittpunkt des einen der 
Scheitelpunkt des zweiten entsprechen; zweitens entspricht einem 
Strahl oder einer Richtung der Geraden des einen Paares ein 
bestimmter Strahl der Geraden des zweiten Paares; drittens be- 
stimmen zwei sich entsprechende Punktepaare gleiche Segmente. 
Wenn zwei Strahlenpaare gleich sind, so sind auch die Scheitel- 
paare gleich. Zwei Dreiecke sind gleich, wenn zwei Seiten und 
das durch sie bestimmte Paar bezüglich gleich sind.« 

An dieser Stelle glaubt Veronese sein fünftes Axiom auf- 
stellen zu müssen, dem er folgenden Ausdruck giebt: 

Ax. V. Wenn man in zwei Strahlenpaaren AB, AG und 
AB', A'C zwei Punktepaare B und C, B' und C' derart auswählt, 
dafs (AB) = (AB), (AC) = (A'C) ist, und wenn dann das 
Segment (BC) mit dem Segment (B'C) identisch ist, so sind die 
beiden Strahlenpaare identisch. 

Daraus ergeben sich folgende Sätze: 

»Das Strahlenpaar (ab) ist dem Paar (ba) gleich. Zwei 
Scheitelpaare von Strahlen sind gleich. Zwei Dreiecke sind gleich, 
wenn ihre Seiten zu je zweien bezüglich gleich sind. Wenn die 
Summe der Abstände eines Punktes von zwei Punkten dem Ab- 
stände dieser Punkte gleich ist, so liegen die drei Punkte in 
gerader Linie.« 

3. Auf den weiteren Inhalt des Werkes können wir nicht 
in gleicher Ausführlichkeit eingehen, wie wir es soeben für einen 
nicht eben grofsen Abschnitt gethan haben. Wir möchten nur 
bemerken, dafs selbstverständlich die Gerade auch in Bezug auf 
die verschiedenen Einheiten untersucht wird. Die Lobatschews- 
kysche Geometrie, die nach der Meinung des Verfassers mit seinen 
allgemeinen Hypothesen nicht vereinbar ist, wird nicht eigens 
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behandelt; Veronese begnügt sich damit, einige Eigenschaften 
ihrer Ebene mitzuteilen. Dagegen wird die Euklidische und die 
Riemannsche Geometrie recht ausführlich besprochen. Bei dem 
Ausgangspunkte, den der Verfasser gewählt hat, weicht die Beweis- 
führung durchweg von der gebräuchlichen ab; er ist daher ge- 
nötigt, alle Beweise in voller Ausführlichkeit zu entwickeln. Wie 
bemerkt, können wir ihm auf diesem Wege aus mancherlei 
Gründen nicht folgen. Wir ziehen es daher vor, kurz darzulegen, 
worin wir das Charakteristische seiner Methode erblicken, und 
dasjenige hervorzuheben, was wir als den hervorstechenden Vorzug 
des Werkes ansehen möchten. Wir hoffen uns dabei, wenn auch 
die Färbung etwas subjektiv sein mag, von dem Wesen seiner 
Anschauungen nicht zu weit zu entfernen. Dabei müssen wir 
auch diejenigen Teile wieder berücksichtigen, von denen wir eben 
bereits einen kurzen Abrifs gegeben haben. 

4. Veronese glaubt die Bewegung aus der reinen Geometrie 
verbannen zu müssen; die Benutzung eines festen Körpers scheint 
ihm der Würde der Wissenschaft ganz zu widerstreiten. Dagegen 
erachtet er es für das angemessenste, sein ganzes System auf 
Hypothesen und Axiome zu gründen, die an sich rein willkürlich 
sind und nur der Bedingung genügen, dafs die späteren weder 
aus den vorangehenden folgen noch ihnen widerstreiten. Dem- 
nach mufs er zunächst eine arithmetische Grundlage schaffen; er 
untersucht also in der Einleitung die Zahl, die Grundform, sowie 
die unbegrenzt grofsen und unbegrenzt kleinen Segmente. In 
der Geometrie bildet ebenfalls der Begriff der Gleichheit den 
eigentlichen Grundbegriff, aber das Interesse wendet sich sogleich 
von Anfang an der Geraden als der geometrischen Grundfigur 
zu. Veronese setzt ihre Existenz voraus und nimmt an, dafs 
man je4e gerade Strecke messen und dementsprechend Segmente 
verschiedener Geraden mit einander vergleichen kann. Auf die 
Gerade wird auch jede andere Figur zurückgeführt, indem je zwei 
Punkte derselben durch eine Gerade verbunden und das zwischen 
ihnen enthaltene Segment betrachtet wird; das neue, auf diese 
Weise erhaltene Gebilde wird als eine geradlinige Figur bezeichnet. 
Um demnach zwei verschiedene Figuren mit einander zu ver- 
gleichen, werden die aus ihnen hervorgehenden geradlinigen 
Figuren mit einander verglichen. Kann zwischen den einzelnen 
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Punkten der gegebenen Figuren eine eindeutige Zuordnung der- 
artig hergestellt werden, dafs das von irgend zwei Punkten der 
ersten Figur begrenzte Segment jedesmal dem zwischen den ent- 
sprechenden Punkten der anderen Figur enthaltenen Segmente 
gleich ist, so sind die Figuren selbst gleich. Die Möglichkeit, auf 
diese Weise die Gleichheit zu bestimmen, ergiebt sich aus dem 
fünften Axiom, welches im wesentlichen darauf hinauskommt, den 
dritten Kongruenzsatz Euklids axiomatisch als richtig vorauszu- 
setzen. Im Anschhifs daran wird zuerst das Strahlenpaar unter- 
sucht; darauf geht die Untersuchung zum Strahlenbüschel und 
von da zur Ebene über; die aufgestellten Principien gestatten 
leicht, die Gleichheit beliebiger ebener Figuren zu begründen. Der 
Übergang zum dreidimensionalen Räume läfst sich sehr einfach 
dadurch bewerkstelligen, dafs man von einem Punkte aus alle 
Geraden nach den Punkten einer Ebene zieht, die den gegebenen 
Punkt nicht enthält. In entsprechender Weise läfst sich der Raum 
von n Dimensionen gewinnen. Als besondere Vorzüge müssen 
wir die Einheitlichkeit der Behandlung und die Einheitlichkeit der 
Beweisführung rühmen: fast regelmäfsig wird das neue Gebilde 
erhalten, indem man zwischen den Punkten bereits bekannter 
Gebilde gerade Linien zieht, und der Beweis gründet sich fast 
regelmäfsig auf das fünfte Axiom. 

5. Indessen gelangt man auf diesem Wege zunächst nur zu 
gleichen Figuren, also zu Gebilden, die in allen Gröfsen- 
beziehungen übereinstimmen. Die Geometrie teilt aber derartige 
Gebilde in kongruente und symmetrische Figuren ein: wenn 
zwei Figuren in allen Gröfsenbeziehungen übereinstimmen, so 
unterscheidet man noch, ob sie zur Deckung oder in symmetrische 
Lage gebracht werden können. Man sollte denken, es werde 
kaum möglich sein, auf dem angegebenen Wege, der wesentlich 
nur die Messung gerader Strecken benutzt, diesen -Unterschied 
begründen zu können. Um so angenehmer wird man überrascht, 
zu sehen, wie leicht es Veronese wird, diese Schwierigkeit zu 
beseitigen. In der Ebene genügt folgende Betrachtung. Den 
Umfang eines Dreiecks ABC kann man in doppelter Weise be- 
schreiben: entweder von A nach B, von B nach C und von da 
nach A zurück, oder in der umgekehrten Richtung von A nach C, 
von C nach B und von da nach A. Jedesmal ist es gleichgültig, 
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an welcher Stelle man die Bewegung beginnen läfst. Um die 
erstere Richtung zu kennzeichnen, bezeichnen wir das Dreieck 
durch die Folge ABC oder BGA oder GAB, während jede andere 
Permutation die andere Art des Umlaufs darstellt. Jeder Winkel 
des Dreiecks soll in demselben Sinne beschrieben werden, in dem 
man die gegenüberliegende Seite durchlaufen denkt. Dem zuerst 
angegebenen Sinne entspricht es daher, wenn der Winkel BAG 
in der Richtung von AB nach AG, der Winkel GBA in der 
Richtung von BG nach BA durchlaufen wird. Den so bestimmten 
Winkeln eines Dreiecks wird gleicher Sinn oder gleiche Richtung 
beigelegt. Die Richtung eines Winkels bestimmt aber auch die 
Richtung eines Büschels, dessen Scheitel mit dem des Winkels 
zusammenfällt. Diese beiden Festsetzungen erlauben, nachdem 
die Richtung eines Winkels gegeben ist, jedem anderen Winkel 
in der Ebene eine feste Richtung zuzuweisen. Man braucht nur 
ein beliebiges Dreieck zu benutzen, von dem zwei Eckpunkte in 
die Scheitel der beiden Winkel hineinfallen. Es zeigt sich, dafs 
die Zuordnung von der Wahl des dritten Eckpunktes unabhängig 
ist, und dafs zwei Winkel, welche zu demselben dritten Winkel 
gleiche Richtung haben, auch unter einander gleiche Richtung 
besitzen. Man kann daher auch von dem Sinn einer Ebene 
sprechen und denselben durch irgend einen Winkel bestimmen. 
Dem entsprechend werden gleiche ebene Figuren, welche den- 
selben Sinn haben, kongruent genannt, während gleiche Figuren 
von entgegengesetztem Sinn symmetrisch heifsen. 

In ähnlicher Weise verfährt Veronese im dreidimensionalen 
Räume. Zunächst wird auf dieselbe Weise, wie der Sinn einer 
Ebene durch einen ihrer Winkel, so auch der Sinn eines Strahlen- 
bündels durch den Sinn eines seiner Keile (Winkel zwischen zwei 
Ebenen) bestimmt. Durch die Richtung, die man einem Keile 
eines Tetraeders beilegt, ist demnach die Richtung (der Sinn) 
für diejenigen beiden Strahlenbündel bestimmt, deren Scheitel in 
der Ache des Keils liegen. Wir sind somit genötigt, die Rich- 
tungen in den beiden Bündeln als gleich anzusehen. Ein einzelner 
Keil eines Tetraeders bestimmt hiernach die Richtungen der 
übrigen Keile des Tetraeders. Der doppelte Sinn, den man dem- 
entsprechend dem Tetraeder beilegen kann, hängt aber zusammen 
mit der Folge, in der man die vier Eckpunkte schreibt. So möge 
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die Folge ABCD bezeichnen, dafs für den von A ausgehenden 
Strahlenbündel die Reihe B, C, D bestimmend ist, dafs also für 
den Keil, dessen Achse AB ist, die Ebene ABC längs der Kante 
CD in die Ebene ABD übergeführt werden soll; ebenso soll die 
Ebene ACD in die Lage ACB übergehen längs DB. Dieselbe 
Bezeichnung des Tetraeders verlangt, dafs für den Keil, dessen 
Achse BC ist, die Ebene BCD längs der Kante DA in BCA über- 
geht. Jede gerade Permutation der Buchstaben A, B, C, D fuhrt 
auf dieselbe Richtung des Tetraeders. 

Diese Festsetzung gestattet, nachdem ein Keil und seine 
Richtung gegeben ist, jedem anderen Keil eine gewisse Richtung 
beizulegen, die der gegebenen gleich sein soll. Wir können daher 
im dreidimensionalen Räume selbst zwei Richtungen unterscheiden 
und nennen wiederum gleiche Figuren von demselben Sinne kon- 
gruent, gleiche Figuren von entgegengesetztem Sinne symmetrisch. 

6. Hiermit glauben wir die wichtigste Seite des Werkes 
genügend skizziert zu haben. Wie wir früher gesehen haben, 
haben die Alten die Kongruenz beliebiger geradliniger Figuren 
auf die von Dreiecken zurückgeführt und demnach die Bewegung 
für den weiteren Aufbau vielfach entbehrlich gemacht, nachdem 
sie zum Beweise des ersten Kongruenzsatzes benutzt war. In- 
dessen wurde es bei der Untersuchung krummer Gebilde fast 
regelmäfsig wieder notwendig, auf die Bewegung direkt zurück- 
zugehen. Auch konnte der Unterschied zwischen kongruenten 
vmd symmetrischen Gebilden, selbst bei Benutzung kongruenter 
Dreiecke, nicht begründet werden, ohne offen oder versteckt die 
Bewegung anzuwenden. Dem gegenüber bedeutet Veroneses 
Werk einen ganz aufserordentlichen Fortschritt, für den alle Ma- 
thematiker, die sich nicht blofs für die Resultate, sondern auch 
für die Grundlage ihrer Wissenschaft interessieren, dem Verfasser 
in hohem Grade dankbar sein werden. Nachdem die Theorie 
der geraden Linie begründet ist, gelingt es ohne Benutzung der 
Bewegung, die Geometrie einwurfsfrei aufzubauen und sogar die 
starre Bewegung zu beschreiben. 

7. Trotz der hohen Bedeutung, die hiernach Veroneses Werk 
besitzt, mufs man zum mindesten Verwahrung dagegen einlegen, 
dafs der Verfasser an vielen Stellen sein System als das einzig 
berechtigte hinstellt. Selbst wenn es ihm gelungen wäre, von 
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seinen Principien aus fehlerlose Definitionen aufzustellen und wirk- 
lich strenge Beweise zu liefern, so würde sein System meines 
Erachtens eben dieselbe Bedeutung haben wie andere Systeme, 
die sich einer gleichen Strenge rühmen können. Wir wären also 
noch immer berechtigt, zu versuchen, ob es nicht gelingt, auf 
einem anderen Wege eine ebenso einwurfsfreie Grundlage zu 
schaffen« Nun aber giebt Veroneses Werk zu den schwersten 
Bedenken Veranlassung. 

Ich will nicht nochmals auf die arithmetische Grundlage, die 
Einleitung, eingehen ; ich mufs aber an erster Stelle hervorheben, 
dafs der Begriff der Gleichheit von Figuren ganz allgemein voraus- 
gesetzt wird, ohne dafs dafür ein wirkliches Kennzeichen ange- 
geben wird. Wenn es aber von vornherein klar ist, was es heifst, 
zwei Figuren sind im Veroneseschen Sinne gleich, so bedingt es 
schliefslich keinen bedeutenden Fortschritt mehr, dafs die Unter- 
scheidung der gleichen Figuren in kongruente und symmetrische 
begründet werden kann. Auch müssen wir befürchten, dafs die 
Beweise manche Lücke aufweisen, wenn ein so komplizierter 
Begriff ohne jede nähere Bestimmung zur Grundlage des ganzen 
Systems gewählt wird. Nun denke man aber nicht, der Begriff 
der Gleichheit werde nur für die gerade Linie gefordert; nachdem 
er in dieser Beschränkung vorausgesetzt sei, führe der Verfasser 
mit Hilfe seiner geradlinigen Figuren darauf die Gleichheit be- 
liebiger Gebilde zurück. BeiVeronese ist die Behauptung, zwischen 
gleichen Figuren könne ein eindeutiges Entsprechen von Punkten 
derart festgesetzt werden, dafs jedesmal das zwischen irgend zwei 
Punkten der einen Figur enthaltene geradlinige Segment dem 
zwischen den entsprechenden Punkten der anderen Figur ent- 
haltenen Segment gleich sei, keine Definition, sondern ein Lehr- 
satz. Das entspricht auch der ganzen Anlage des Werkes und 
speciell der Definition der Geraden, welche mit dem Kreise und 
der Schraubenlinie als ein in der Position seiner Teile gleiches 
System von einer Dimension vorausgesetzt wird. 

8. Sollen die Voraussetzungen, auf denen man die Geometrie 
aufbauen will, naturgemäfs sein, so müssen sie auf alle Raum- 
formen führen, die mit der Erfahrung vereinbar sind. Das ist 
aber bei Veronese nicht der Fall. Um wenigstens neben der 
Euklidischen noch die Riemannsche Geometrie zu erhalten, führt 
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er seine sechste Hypothese ein, obwohl dieselbe, wie er selbst 
sagt, für die Euklidische Geometrie nur eine blofse Übereinkunft 
ist. Aber hierdurch wird die Polarform des Riemannschen Raumes 
ausgeschlossen, die an sich gleiche Berechtigung mit der Rie- 
mannschen Raumform hat, wenn auch ihre Bedeutung für die 
Räume höherer Dimension geringer ist. Von der Lobatschews- 
kyschen Geometrie sagt Veronese ausdrücklich, dafs sie mit seinen 
Hypothesen unvereinbar sei. 

Wie steht es aber mit den ClifFord-Kleinschen Raumformen ? 
Man denke nicht etwa, dafs sie deshalb fehlen, weil die darauf 
bezügliche Mitteilung Kleins Veronese bei der Abfassung seines 
Werkes nicht bekannt sein konnte; die deutsche Ausgabe will 
auch die neueren Erscheinungen berücksichtigen und erwähnt in 
der That die Arbeit Kleins an mehreren Stellen. Die genannten 
Raumformen können eben in Veroneses System keinen Platz, 
finden, schon aus dem Grunde nicht, weil von vornherein der 
Raum als Ganzes der Untersuchung zu Grunde gelegt wird. Dem- 
nach ist jeder, der die Berechtigung dieser Raumformen anerkennt, 
genötigt, Veroneses System zu verwerfen. 

Im ersten, zweiten und sechsten Abschnitte unseres Werkes 
(B. 1. S. 80—89, 142—162 und B. 2. S. 121-156) traten uns 
für einen begrenzten Teil des Raumes die parabolische, die ellip- 
tische und die hyperbolische Geometrie als gleichberechtigt ent- 
gegen. Zu demselben Ergebnis wird uns der folgende Abschnitt 
führen. Für Veronese sind nur der Euklidische und der Rie- 
mannsche Raum berechtigt, und zwar auch nur infolge einer rein 
äufserlichen Festsetzung. Ein Band, welches sich uns von den 
verschiedensten Seiten her als natürlich, ja als notwendig darstellt, 
ist hier vollständig zerrissen — Beweis genug, dafs wir es nur 
mit künstlichen, nicht mit natürlichen Voraussetzungen zu thun 
haben. 

Ich möchte sogar noch weiter gehen. Bei der engen Be- 
ziehung, die zwischen den eigentlichen Raumformen und den- 
jenigen Wissenschaften besteht, die ich im uneigentUchen Sinne 
auch noch als Raumformen bezeichne (§ 11), kann ein Ausgangs- 
punkt nur dann als natürlich angesehen werden, wenn er auch 
zu den letzteren führt. Das ist bei Veronese ganz ausgeschlossen; 
im Gegenteil, ihm ist es nicht einmal möglich, die projektive 
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Geometrie selbständig zu begründen. In derjenigen zweidimen- 
sionalen Raumform, die Helmholtz zuerst betrachtet hat und in 
der die Abstandsfunktion die Gestalt erhalten kann: 



[(x - x')^ + (y - y)»] e 



a arctg 



y — y 



gilt doch, soweit sich irgend übersehen läfst, der Begriff der 
Gleichheit in demselben Sinne wie in der Euklidischen Geometrie. 
Da aber hier die Veroneseschen Sätze über gleiche Figuren ihre 
Gültigkeit verlieren, so mufs der wahre Grund für diese auf- 
fallende Erscheinung ermittelt werden, wenn man nicht gezwungen 
sein will, diesen Sätzen jede Berechtigung abzusprechen. 

9. Hiermit hängt folgendes Bedenken zusammen. Die Geo- 
metrie mufs, wie sie von den Bedürfnissen des Lebens ausge- 
gangen ist, auch in ihren Grundlagen den Zusammenhang mit 
der Praxis nicht verleugnen, sie mufs mit anderen Worten auch 
von ihrer rein wissenschaftlichen Seite her die Grundlage für die 
Mechanik, die Astronomie und die Physik bilden. Bei Veronese 
ist aber der Zusammenhang mit diesen Wissenschaften ganz zer- 
rissen; derselbe mufs künstlich durch neue Voraussetzungen her- 
gestellt werden, die aufserhalb der geometrischen Wissenschaft 
liegen und deshalb geradezu als praktische Axiome bezeichnet 
werden. Veronese benutzt zu dem Zwecke die folgenden drei: 

I. In dem Gebiet unserer aktuellen Beobachtungen gilt mit 
sehr grofser Annäherung die Eigenschaft, dafs durch einen Punkt 
nur eine einzige Parallele zu einer gegebenen Geraden geht. 

n. Die Punkte einer beliebigen Figur können sich frei und 
unabhängig von einander bewegen, indem jeder eine intuitive 
Linie beschreibt, so jedoch, dafs die Lagen der Punkte der Figur 
eindeutig und in derselben Ordnung den successiven Lagen ent- 
sprechen, wobei nicht ausgeschlossen ist, dafs mehrere Punkte 
denselben Ort in einer successiven Lage einnehmen. 

in. Der Anschauungsraum ist eine Figur von drei Dimen- 
sionen bezüglich seiner Punkte. 

Aufserdem ist fiir die praktische Anwendung noch das fol- 
gende Axiom bestimmt: 

Ein Körper kann sich ohne Deformation bewegen. 

K i 1 1 i n gr , Grundlagen der Geometrie. II. 15 
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Statt aut diese Axiome näher einzugehen, begnüge ich mich 
mit folgender Bemerkung. 

Der italienische Gelehrte meint, jede Rücksichtnahme auf die 
Erfahrung verletze die Würde der Geometrie als einer reinen 
Wissenschaft. . Vielleicht darf man mit gröfserem Rechte sagen, 
der Ausgang von willkürlichen Annahmen sei einer Wissenschaft 
unwürdig. Jedenfalls kann aber die Aufstellung von Voraus- 
setzungen, die in der That oder scheinbar den Charakter der 
Willkür an sich tragen, nur dann Interesse beanspruchen, wenn 
man von ihnen aus in voller Strenge zur Erfahrung gelangt. Aber 
alsdann mufs man erstens auf alle Möglichkeiten geführt werden, 
die mit der Erfahrung vereinbar sind, und zweitens mufs die 
Übereinstimmung nicht erst durch ein willkürliches Axiom po- 
stuliert werden. 

§ 10. 
Gmirdbegriffe und Grundsätze der Geometrie. 

Nachdem wir in den vorangehenden Paragraphen mehrere 
Versuche, eine genügende Grundlage der Geometrie zu schaffen, 
eingehend besprochen haben, möchten wir jetzt dazu übergehen, 
diejenigen Begriffe und Urteile anzugeben, die unseres Erachtens 
am natürlichsten zur Grundlage der Geometrie gewählt werden. 
Wir glauben jedoch einige Bemerkungen vorausschicken zu sollen. 

Dafs die Geometrie gewisse Sätze unbewiesen voraussetzen 
und darauf den Beweis fiir ihre weiteren Sätze stützen müsse, ist 
von jeher anerkannt. Aber, ganz Entsprechendes gilt für die Be- 
griffe. Die Bildung von Begriffen geschieht in der Geometrie 
durch Definitionen, deren Wesen darin besteht, mehrere Begriffe 
zu einem einzigen neuen zu verbinden. Daraus folgt, dafs auch 
die Bildung von Definitionen einmal ihre Grenze findet, und dafs 
gewisse Begriffe, ohne selbst definiert werden zu können, allen 
Definitionen zu Grunde liegen; sie mögen als Grundbegriffe der 
Geometrie bezeichnet werden. Damit dieser Name einem System 
von Begriffen beigelegt werden kann , hat dasselbe somit drei 
Bedingungen zu genügen: erstens mufs jeder dieser Begriffe für 
die Geometrie notwendig sein, zweitens mufs das System nicht 
auf eine geringere Zahl von Begriffen zurückgeführt werden können, 
und drittens zur Gewinnung aller geometrischen Begriffe ausreichen. 
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Mit der Aufstellung der Grundbegriffe ist aber die Möglich- 
keit von Definitionen keineswegs gegeben. Bevor man mehrere 
Begriffe zu einer Definition zusammenstellt, mufs die Möglichkeit 
erkannt sein, sie überhaupt zu verbinden, und weil die Verbindung 
einen neuen Begriff ergeben soll, darf die Verbindung nicht not- 
wendig sein. Ferner kann in vielen Fällen eine Definition nicht 
unmittelbar in voller Allgemeinheit aufgestellt werden, sondern sie 
benutzt einen Hilfsbegriff, der, wenigstens scheinbar, speciellen 
Charakter hat; in diesen Fällen ist es nötig, nachzuweisen, dafs 
der neue Begriff allgemeine Gültigkeit besitzt. So erkennen wir, 
dafs jede Definition bereits gewisse Urteile voraussetzt. Die- 
jenigen Urteile (Sätze), welche nicht durch Beweise auf andere 
zurückfuhrbar sind, bilden somit die Grundlage für die Definitionen 
und für die weiteren Urteile; es möge gestattet sein, sie als 
Grundsätze der Geometrie zu bezeichnen. 

Als Grundbegriflfe der Geometrie stellen wir die folgenden auf: 

Feste Körper, Teile eines Körpers, Raum, Teile 
eines Raumes, einen Raum einnehmen (decken), Zeit, 
Ruhe, Bewegung. 

Wir brauchen nicht nochmals hervorzuheben, dafs wir keines- 
wegs behaupten wollen, der Zugang zur Geometrie sei nur von 
diesen Begriffen aus möglich; unsere Ansicht geht nur dahin, 
dafs diese Begriffe gut geeignet sind, zur Grundlage der Geometrie 
zu dienen. Im einzelnen bemerken wir noch folgendes. 

Über die Bewegung haben wir im fünften Abschnitt ein- 
gehend gehandelt; mit ihr ist ihr Gegensatz, die Ruhe, zugleich 
verlangt. 

Setzen wir den Begriff der Bewegung, so kann auch der 
Zeitbegriff nicht entbehrt werden. Die Bewegung selbst verlangt 
aber einen bewegenden Gegenstand. Da das der unbewegliche 
Raum nicht sein kann, so müssen wir mit der Bewegung auch 
den Körper unter die Grundbegriffe aufnehmen. Diejenige Ver- 
gleichung von Raumteilen, welche in der Geometrie benutzt wird, 
kann aber nicht durch Bewegung eines luftförmigen oder flüssigen 
Körpers, sondern nur durch die eines absolut starren Körpers 
vermittelt werden. Da die Notwendigkeit der Teilung von jeher 
allgemein anerkannt ist, bedürfen die weiter aufgestellten Begriffe 
keine Rechtfertigung. 

15* 
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Dabei müssen wir jedoch zugestehen, dafs einige dieser Be- 
griffe für unsere Wissenschaft mehr den Charakter von Hilfs- 
begriffen haben. Das gilt vor allem von der Zeit, betreffs deren 
es der Geometrie nur auf das »zugleich, vorher und nachher« 
ankommen kann. Auch der feste Körper wird nicht an sich 
gebraucht, sondern nur insofern, als mit seiner Hilfe weitere Be- 
griffe hergeleitet werden. 

Die aufgestellten Begriffe dürfen nur dann als Grundbegriffe 
bezeichnet werden, wenn sie nicht auf eine geringere Zahl von 
Begriffen zurückgeführt werden können. Darüber in eingehende 
Erörterungen einzugehen, wird wohl nicht nötig sein. 

Endlich mufs gezeigt werden, dafs die Begriffe vollständig 
genügen. Dieser Nachweis kann erst durch den wirklichen Aufbau 
der Wissenschaft geführt werden, und der ist zur Zeit noch nicht 
möglich. 

Wir wenden uns jetzt den Grundsätzen der Geometrie zu. 
An erster Stelle beachten wir die Ausdehnung und die Undurch- 
dringlichkeit der Körper und fassen diese beiden Eigenschaften 
in einem Grundsatze zusammen: 

I. Jeder Körper nimmt zu jeder Zeit einen Raum 
ein; den von einem Körper eingenommenen Raum kann 
nicht gleichzeitig ein anderer Körper decken. 

Die Geometrie bedarf der unbegrenzten Teilung eines jeden 
Körpers. Aber die geometrische Teilung ist von der mecha- 
nischen wesentlich verschieden, indem die letztere die Teile von 
einander trennt, während bei der geometrischen Teilung die Teile 
als dem Ganzen anhaftend gedacht werden können. Wenn z. B. 
zwei Lagen desselben Körpers einen Raumteil gemeinschaftlich 
haben, in einem anderen aber nicht übereinstimmen, so ist da- 
durch geometrisch eine Teilung des Körpers ausgeführt; man 
unterscheidet denjenigen Teil des Körpers, dessen zweite Lage 
von dem Körper in der ersten Lage noch mit eingenommen 
wurde, von demjenigen Teile, dessen zweite Lage der ersten 
Lage des Körpers nicht angehört. Demnach ist die Forderung 
einer unbegrenzten geometrischen Teilung m^t der physikalischen 
Annahme von Molekeln und Atomen ganz vereinbar. 

IL Jeder Raum (Körper) kann geteilt werden; jeder 
Teil eines Raumes (Körpers) ist wiederum ein Raum 
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(Körper); ist A ein Teil von B und B ein Teil von C, so 
ist auch A ein Teil von C, wo man unter A, B, C sowohl 
Räume als Körper verstehen kann. 

Die Unabhängigkeit des Raumes von dem ihn einnehmenden 
Körper führt zu folgendem Grundsatze: 

in. Jeder Körper kann bewegt werden; wenn ein 
Körper zu einer Zeit den früheren Raum eines zweiten 
Körpers deckt, so kann er zur Deckung mit jedem 
Räume gebracht werden, welchen der zweite zu irgend 
einer Zeit einnimmt. 

Dieser Grundsatz erlaubt die Definition der Kongruenz für 
Räume und für Körper, indem er diesen Begriff von der Zeit, 
und für Räume von dem benutzten Körper, dagegen für Körper 
von dem gerade gedeckten Räume unabhängig macht. So werden 
wir zwei Räume als kongruent bezeichnen, wenn derselbe Körper 
beide Räume decken kann; ebenso können kongruente Körper 
zur Deckung desselben Raumes gebracht werden. Der von einem 
Körper eingenommene Raum wird mit Rücksicht auf die Beweg- 
lichkeit des Körpers als seine Lage bezeichnet. Diesem Grund- 
satz entsprechend sieht die Geometrie ganz von dem Stoffe der 
Körper ab; nur in diesem Sinne darf der zuweilen gebrauchte 
Ausdruck verstanden werden, die Geometrie betrachte den Raum 
als leer. 

IV. Jeder Körper läfst sich so bewegen, dafs ein 
Teil desselben mit einem Teile eines beliebigen Raumes 
zur Deckung gelangt. 

M sei der gegebene Raum; a sei der bewegte Körper, A der 
Raum, welchen er nach der in diesem Grundsatz geforderten 
Bewegung deckt; dann sind vier Fälle möglich: A und M sind 
vollständig identisch, oder A ist ein Teil von M, oder M ist ein 
Teil von A, oder viertens A und M haben einen Teil gemein- 
schaftlich, während ein Teil von A nicht zu M und ein Teil von 
M nicht zu A gehört. Wenn einer dieser vier Fälle angenommen 
wird, ohne dafs entschieden werden soll, welcher es ist, wollen 
wir sagen, der Körper a sei mit dem Räume M in teilweiser 
Deckung. 

A sei eine Lage eines Körpers a, welche mit einem Räume 
keinen Teil gemeinschaftlich hat; dagegen soll a auch eine Lage 
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Ai erhalten können, welche ganz ein Teil von M ist; dann giebt 
es für denselben Körper a auch eine Lage A' von der Beschaffen- 
heit, dafs ein Teil von A' dem Räume M angehört, ein anderer 
Teil von A' aber nicht; bei jeder Bewegung, welche den Korper 
a von A nach Ai überführt, erlangt er eine Lage, wie sie für A' 
angegeben wurde. Diesem Satze geben wir folgenden Ausspruch: 

V. Wenn ein Körper vor seiner Bewegung keinen 
Teil mit einem Räume gemeinschaftlich hat, aber nach 
derselben diesem Räume ganz angehört, so erlangt er 
bei seiner Bewegung eine Lage, in welcher nur ein Teil 
von ihm dem Räume angehört. 

Der Raum A sei beliebig in die beiden Teile M und N 
zerlegt; dann läfst sich immer ein Körper k bestimmen und mit 
demselben eine Bewegung ausfuhren, welche folgenden Bedingungen 
genügt: bei Beginn der Bewegung soll k einen Teil von M, am 
Ende derselben einen Teil von N decken, und während der Be- 
wegung soll k und jeder Teil von k immer dem Raum angehören. 
Dies liefert den Grundsatz: 

VL Wenn ein (zusammenhangender) Raum A in 
irgend zwei Teile M und N zerlegt ist, so läfst sich 
immer ein Körper k bestimmen, welcher so bewegt 
werden kann, dafs während der Bewegung kein Teil 
des Körpers den Raum A verläfst, und k bei Beginn der 
Bewegung einen Teil von M und am Schlufs derselben 
einen Teil von N deckt. 

Wenn ein Raum A in zwei Teile M und N zerlegt ist, so 
nennen wir diese beiden Teile zusammenhangend. Überhaupt 
bezeichnen wir zwei Räume, die keinen Teil gemeinschaftlich 
haben, als zusammenhangend, wenn sie nach dem vorangehenden 
Grundsatze als die Teile eines einzigen Raumes betrachtet werden 
können. 

VIL Sobald.ein Teil a eines festen Körpers wieder 
in eine solche Lage kommt, dafs jeder Teil von a in 
teilweise Deckung mit seiner Anfangslage gelangt, so 
erhält jeder Teil des Körpers seine Anfangslage wieder. 

Hiernach nimmt der Begriff der Lage eine genauere Bedeutung 
an, als demselben durch den dritten Grundsatz gegeben wurde. 
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Zwei Lagen desselben Körpers sind nur dann als identisch zu 
bezeichnen, wenn nicht nur der Körper als Gausses, sondern auch 
jeder beliebige Teil desselben beidemal denselben Raum deckt« 

Wir haben jetzt nachzuweisen, dafs die aufgestellten Grund- 
sätze von einander unabhängig sind. Dafs keiner der späteren 
in einem früheren enthalten ist, ergiebt sich daraus, dafs die 
früheren Sätze auch für solche Vorstellungen gelten, welche mit 
den folgenden nicht vereinbar sind. »Einen Raum einnehmen« 
ist verbunden mit dem »Bestehen aus einem Stoffe«; ebenso zer- 
legt die Teilung eines Körpers auch den Stoff; aber die Mög- 
lichkeit, denselben Raum zu decken, erfordert nicht die Gleich- 
artigkeit des Stoffes; daher folgt der Grundsatz lÖ nicht aus den 
Sätzen I und 11. Im zweiten Satze könnte »teilen« durch »zu- 
sammenfügen« und »einen Teil bilden« durch »in sich fassen« 
ersetzt werden; aber diese Vorstellung fällt bei IV weg. Während 
in und IV nur das Ergebnis einer Bewegung betrachten, stellt V 
den Verlauf derselben dar, indem ihr die Stetigkeit beigelegt 
wird. Alle diese Sätze bleiben bestehen, wenn man einen ein- 
zelnen Körper durch eine Zusammenstellung mehrerer Körper und 
einen Raum durch eine Zusammenstellung getrennter Räume er- 
setzt, eine Vorstellung, welche durch VI ausgeschlossen wird. 
Ebenso kann man mit den sechs ersten Sätzen die Vorstellung 
von flüssigen und luftförmigen Körpern verbinden; erst VII fügt 
die feste Verbindung der einzelnen Teile hinzu. Umgekehrt sieht 
man aber auch, dafs die ersten Grundsätze nicht durch die späteren 
überflüssig gemacht werden; ich will den Nach weis nicht im 
einzelnen durchführen, sondern nur bemerken, diafs die späteren 
Sätze fast immer einen von den früheren bereits voraussetzen. 

Ob aber diese Sätze für den Aufbau hinreichend' sind, möchte 
ich jetzt nicht mehr fest behaupten; im Gegenteil will es mir in 
der letzten Zeit scheinen, der Begriff der Stetigkeit müsse schärfer 
entwickelt werden, als es hier durch den fünften Grundsatz ge- 
scliieht. Indessen ist es mir bisher nicht gelungen, hierüber zur 
Klarheit zu kommen; noch weniger kann ich bereits jetzt, eine 
etwa vorhandene Lücke in genügender Weise ausfüllen. 
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§ 11. 
Die allgemeinen^Baumformen. 

1. Dafs die aulgestellten BegriflFe und Urteile, die wir als 
Grundbegriffe und Grundsätze der Geometrie bezeichnen, für die 
im ersten Bande behandelten dreidimensionalen Raumformen 
Gültigkeit besitzen, braucht gar nicht erwähnt zu werden. Wir 
können aber auch leicht zeigen, dafs diese Begriffe und Urteile, 
wenn auch nicht die mit ihnen verbundenen Vorstellungen, für 
die mehrdimensionalen Raumformen gelten. Im Anschlufs an die 
im ersten Bande (S. 191 — 205) durchgeführte analytische Behand- 
lung des n-dimensionalen Euklidischen Raumes bezeichnen wir 
wieder die Gesamtheit der Wertsysteme (xi, X2 . . . Xn), wobei 
die einzelnen Veränderlichen alle reellen Werte annehmen können, 
als den Raum und nennen ein stetiges endliches Gebiet dieser 
Mannigfaltigkeit einen Raumteil; dabei setzen wir voraus, dafe 
sich die in Betracht gezogenen Wertsysteme nicht durch eine 
geringere Zahl von Variabein darstellen lassen. Demnach be- 
zeichnet hier das Wort Raumteil dasselbe, was wir im vorigen 
Paragraphen kurz Raum genannt haben. 

Ein Gebiet von Wertsystemen (yi , y2 ... yn), welches eben- 
falls endlich und stetig ist und dessen Bestimmungsgröfsen nicht 
durch stetige eindeutige Beziehungen auf eine geringere Zahl von 
Veränderlichen zurückgeführt werden können, möge ein Körper 
genannt werden. Um den Begriff der Deckung einzufahren, sollen 
zu n willkürlichen reellen Gröfsen bi . . . bn weitere n* Grölsen 
aix für £, X = 1 . . . n hinzugenommen werden, welche den Be- 
dingungen genügen: 

(1) j:a,^2 = 1^ 2;a,pax(> = für t ^ x, 
e (> 

321 ^2 2 • • • <^2n 



(2) 



= 1. 



^nl aD2 ... ann 

Lassen sich bei dieser Festsetzung die Gröfsen bi und a^x so 
wählen, dafs jedem Wertsysteme (x) des Raumteiles A ein Wert- 
system (y) des Körpers k vermittelst der Gleichungen: 

(3) xi = 22ii^ y^ + bi (e = 1 . . . n) 

9 
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entspricht, so sagen wir, der Körper k decke den Raumteil A. 
Wenn aber in den Gleichungen (3) die KoefEcienten aix und hi 
stetige eindeutige Funktionen einer veränderlichen Gröfse t (für 
to <1 1 <C ti) sind, welche den Bedingungen (1) und (2) ge- 
nügen, so soll diese analytische Operation die Bewegung des 
Körpers k vertreten, falls wir die Wertsysteme (y) auf das diesem 
Körper entsprechende Gebiet beschränken. Dies vorausgesetzt, 
wird, wie man leicht sieht, den aufgestellten Grundsätzen genügt; 
mit anderen Worten: Unsere Grundbegriffe und Grundsätze be- 
halten ihre Gültigkeit in den Euklidischen Raumformen von be- 
liebig vielen Dimensionen. 

2. Um dasselbe für eine n-dimensionale Kleinsche Raumform 
(für die Polarform des Riemannschen Raumes) zu zeigen, setzen 
w^ir etwa fest, dafs die n veränderlichen Gröfsen xi . . . Xn nur 
solche reelle Werte annehmen, für welche 

(4) xf-fx|+... + xä^l 

ist. Zur Darstellung eines Raumteiles werden wieder die Variabein 
xi . . . Xn, für einen Körper die Variabein yi . . . yn benutzt. Ent- 
sprechend den Entwicklungen des ersten Bandes (S. 205 — 210), 
in denen wir k^ den Wert eins beilegen, führen wir (n + 1)* 
Gröfsen Zix für «, x = 0, 1 . . . n ein und verlangen, dafs zwischen 
ihnen die Beziehungen bestehen: 



(5) JS ai^ax() 
aoo 



(ö) 



ux 



^on 



(= 1 oder = 0) 



^no 



^nn 



= 1. 



Dadurch werden die Gröfsen a^x von ^ 7^ — - willkür- 
lichen Gröfsen abhängig gemacht. Der Kürze wegen führen wir 
noch die Gröfse yo ein durch die Festsetzung: 



= vr^ 



yf- 



(7) yo 

Kann man jetzt die den Bedingungen (5) und (6) genügenden 
Koefficienten Zix so bestimmen, dafs nach passender Wahl des 
Vorzeichens von yo jedem Wertsystem (x) des Raumteiles A ein 
Wertsystem (y) des Körpers vermittelst der n Gleichungen: 
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n 



(8) xt = 2 aipy^ (e = 1 . . . n) 

zugeordnet wird, so sagen wir, der Körper k decke den Raum- 
teil A. Man kann aber auch die Gröfsen a«« von einer veränder- 
liclien Gröfse t abhängig machen und dadurch wiederum die 
Bewegung von k einfuhren. 

In ähnlicher Weise verfahren wir für eine Lobatschewskysche 
Raumform. Neben den unbeschränkt veränderlichen reellen Gröfsen 
xi . . . Xn und den Gröfsen yi . . . yn benutzen wir noch die 
Gröfse yo = ^1 + y? + • • • + yS, wo der Wurzel ihr positiver 
Wert beizulegen ist. An den Bedingungen (5) ist eine kleine 
Änderung anzubringen; im übrigen bleiben die vorigen Fest- 
setzungen ungeändert. 

Für den Riemannschen Raum ist es am einfachsten, zwischen 
n -[- 1 veränderlichen Gröfsen die früher benutzte Gleichung 
zweiten Grades (B. 1. S. 206) bestehen zu lassen. 

3. Wir können aber unsere Grundbegriffe und Grundsätze 
auch auf die allgemeine Projektivität anwenden. Zu dem Ende 
legen wir n -|- 1 veränderliche Gröfsen Xo, Xi . . . Xn zu Grunde, 
denen wir gestatten, alle reellen endlichen Werte mit Ausnahme 
des Wertsystems (0, ... 0) anzunehmen. Jedes einzelne Wert- 
system bestimmen wür durch die Verhältnisse dieser Gröfsen; 
d. h. wir betrachten alle Wertsysteme als identisch, welche aus 
einem gegebenen, durch Multiplikation mit einer beliebigen, von 
. null verschiedenen Zahl erhalten werden können. Zur Darstellung 
eines Raumteiles benutzen wir die Variabein xo, xi , . . Xn, für 
einen Körper in entsprechender Weise die Variabein yo, yi ... yn, 
indem wir auch bei den letzteren nur die Verhältnisse in Betracht 
ziehen. Wir sagen jetzt, der eine gewisse endliche und stetige 
Mannigfaltigkeit von Wertsystemen (y) enthaltende Körper k 
decke einen Raumteil A, wenn die dem Raumteile A angehörenden 
Wertsysteme (x) mit den Wertsystemen (y) des Körpers durch 
die Gleichungen verbunden sind: 



n 



(9) Xft = ^ aa^y^, (a = 0, 1 ... 1) 

wo die (n + 1)* Koefficienten a«^ beliebige endliche Gröfsen 
sind. Auch wird die Bewegung in entsprechender Weise ein- 
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geführt. Wie man sieht, ist in diesem Falle die Gesamtheit der 
Bewegungen von n (n + 2) willkürlichen Gröfsen abhängig. 

4. Indem Plücker neben dem Punkte auch die Ebene und 
die Gerade als Element in die Geometrie einführte, hat er ein 
Mittel geschaffen, w^elches zur Förderung der geometrischen 
Wissenschaft wesentlich beigetragen hat. Manche Partieen, welche 
vorher nur auf einem schwierigen und künstlichen Wege begründet 
werden konnten, lassen sich vermittelst der neuen Ideen sehr 
einfach und natürlich beweisen. Dazu sind ganz^ neue wichtige 
Partieen getreten, deren Behandlung bei dem früheren Standpunkte 
fast unmöglich sein dürfte. Die im vorigen Paragraphen auf- 
gestellten Grundlagen bleiben aber auch in Gültigkeit, wenn wir 
die Ebene oder die Gerade als Raumelement zu Grunde legen, 
und wir möchten hierin erst den vollen Abschlufs der durch 
Plücker geschaffenen Auffassung erblicken. Um dies zu begründen, 
können wir auf dem rein geometrischen Boden verbleiben; es sei 
aber gestattet, wie bei den besprochenen Beispielen den Nachweis 
durch die Analysis zu erbringen. 

Für den Euklidischen Raum gehen wir von vier Variabein 
Uo, Ui, U2, U3 aus, indem wir festsetzen, dafs jedesmal 

(9) uf+u|+uf = l 
sein soll. Zwei Wertsysteme (uo, Ui, U2, U3) und (— uo, — Ui, 
— U2, — U3), die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, 
betrachten wir als identisch. Ein Raumteil wird wieder durch 
eine endliche stetige Mannigfaltigkeit der Wertsysteme (u) be- 
stimmt. Für einen Körper benutzen wir die Veränderlichen vo, 
Vi, vg, V3, indem wir zwischen den drei letzten die der Gleichung 
(9) entsprechende Beziehung bestehen lassen. Jetzt sagen wir 
wieder, ein Körper k decke einen Raumteil A, wenn jedem Wert- 
systeme (v) des Körpers k ein Wertsystem (u) von A durch die 
Gleichungen zugeordnet ist: 

Uo = V(, -f- biVi + bsV2 -(- bsVs 
Ui = aiiVi + ai2V2 + aisvs 

U2 = a2iVi -f- a22V2 + a23Vs 

U3 = asiVi -^- a32V2 + ässVs, 
wo die Koefficienten bi, b2, h$ ganz willkürlich sind und zwischen 
den Koefficienten a<x diejenigen Bedingungen bestehen, welche 
sich aus den Gleichungen (1) und (2) für n = 3 ergeben. Die 
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Bewegung wird wieder in derselben Weise eingeführt wie früher. 
Dadurch sind die Grundbegriffe auf die neue Anschauung über- 
tragen; dafs aber auch die Grundsätze richtig bleiben, bedarf 
keiner Erwähnung. Die ersten Sätze der Geometrie selbst erleiden 
aber eine bedeutende Änderung. Wird der Raum so bewegt, dafs 
eine Ebene in sich verschoben wird, so bleiben auch alle zu ihr 
parallelen Ebenen in Deckung mit ihrer Anfangslage. Demnach 
können wir sagen: Betrachten wir im Euklidischen Räume die 
Ebene als Element, so bleiben bei der Ruhe eines Elementes auch 
die sämtlichen Elemente einer einfach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keit in Ruhe; die Stelle des Abstandes zweier Punkte vertritt bei 
zwei parallelen Ebenen ihr Abstand, bei zwei sich schneidenden 
Ebenen ihr Winkel. 

Wenn wir in der Riemannschen Raumform die Ebene als 
Element auffassen, so gelangen wir, wie wir bereits im ersten 
Bande (S. 69) bewiesen haben, zu einer Geometrie, die mit der 
Kleinschen identisch ist; aus diesem Grunde haben wir die letztere 
die Polarform des Riemannschen Raumes genannt. Sehen wir 
aber in einer Kleinschen Raumform die Ebene als Element an, 
so erhalten wir wieder eine Kleinsche Raumform. 

5. Den Nachweis, dafs man die Gerade als Raumelement 
betrachten darf, ohne dafs unsere Grundbegriffe und Grundsätze 
ihre Gültigkeit verlieren, brauchen wir wohl nicht zu führen. 
Wir möchten nur auf die Verschiedenheit hinweisen, welche 
zwischen der gewöhnlichen Geometrie des Punktes und der der 
Geraden besteht. Zunächst bildet die Gesamtheit der Geraden 
des Raumes nicht mehr eine dreifach, sondern eine vierfach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit. Ferner hat man zwischen zwei Ele- 
menten jetzt Jedesmal zwei feste Beziehungen, den Abstand und 
den Winkel. Mit jedem Elemente ist eine (aus den parallelen 
Geraden bestehende) zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von 
Elementen verbunden, deren Gesamtheit in sich verbleibt, wenn 
eines ihrer Elemente in Ruhe verbleibt (wenn eine ihrer Geraden 
in sich verschoben wird). Bei der Ruhe eines Elementes be- 
schreibt jedes Element, das dem genannten Gebilde angehört, nur 
eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit; dagegen kann jedes 
andere Element in einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 
bewegt werden. Sobald zwei Elemente in Ruhe gehalten werden» 
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die nicht beide demselben Gebilde der besonderen Art angehören, 
ist keine Bewegung möglich. 

6. Aus den angeführten Beispielen, die noch bedeutend ver- 
mehrt werden können, läfst sich eine wichtige Folgerung ziehen. 
Gleichwie wir im ersten Abschnitt, von den Voraussetzungen 
Euklids ausgehend, zu verschiedenen Möglichkeiten gelangt sind, 
die unter einander gleiche Berechtigung haben, ebenso werden 
sich auch, wenn wir aus unseren Grundsätzen weitere Folgerungen 
herleiten, sehr viele einzelne Systeme ergeben, die sämtlich mit 
unserer Grundlage vereinbar sind, aber in ihrem weiteren Ausbau 
wesentlich von einander abweichen. Es liegt nahe, allen diesen 
Systemen einen gemeinsamen Namen beizulegen und jedes unter 
ihnen eine Raumform im allgemeinsten Sinne oder auch 
eine uneigentliche Raumform zu nennen. Ein gemeinsamer 
Name ist deshalb notwendig, weil alle diese Wissenszweige auf 
derselben Grundlage aufgebaut sind und in der Forschungsmethode 
übereinstimmen. Der Name selbst mufs aber von dem wichtigsten 
System hergenommen werden, das zu ihrer Gruppe gehört. Er 
ist aber auch berechtigt, weil die einzelnen Zweige fast aus- 
nahmslos zur Theorie des Raumes in irgend einer Beziehung 
stehen: manche werden gewonnen, indem man die Kongruenz 
durch gewisse projektive Verwandtschaften ersetzt; bei anderen 
ist der Raum selbst das wahre Objekt der Untersuchung, nur 
wird statt des Punktes ein anderes Gebilde als Element zu Grunde 
gelegt; bei anderen erweitert man die Zahl der Dimensionen, 
betrachtet also Mannigfaltigkeiten, in denen gewisse Grenzgebilde 
ganz die Eigenschaften des Raumes haben. Diese Bemerkungen 
mögen vorläufig genügen; der folgende Abschnitt wird die Über- 
einstimmung zwischen den einzelnen Raumformen noch mehr 
hervortreten lassen. 

7. Die enge Beziehung, in welcher die Theorie des Raumes 
zu zahlreichen weiteren Zweigen des Wissens steht, drängt uns 
die Überzeugung auf, dafs eine strenge und natürliche Begründung 
von den angeführten Grundsätzen aus grofsen Schwierigkeiten 
unterliegen niufs. Wir müssen es uns deshalb versagen, hier 
näher auf die allgemeinen Raumformen einzugehen, um die Stellung 
zu erforschen, welche der Raum selbst unter den verwandten 
Wissenszweigen einnimmt. Es sei jedoch gestattet, die Definitionen 
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der Grenzgebilde in aller Kürze mitzuteilen; daraus wird hervor- 
gehen, dafs an den Darlegungen des § 5 keine wesentliche 
Änderung angebracht zu werden braucht. 

8. Zerlegen wir einen Raum A in zwei Teile B und C, so 
läfst sich jeder «Körper k in gleichzeitige teilweise Deckung mit 
B und C bringen. Für unsern Zweck genügt es, anzunehmen, 
dafs jeder Teil von k in der geforderten Lage dem Räume A 
angehört. Sollte das nämlich nicht der Fall sein, so können wir 
erreichen, dafs ein Teil k' von k ganz im Räume A liegt und 
zugleich in teil weiser Deckung mit B und C ist; dann betrachte 
man statt des Körpers k den Körper k'. Mit diesem Körper 
nehme man weitere Zerlegungen vor. Eine solche könnte darin 
bestehen, dafs wir den dem Räume B angehörenden Teil von k 
als den einen und den dem Räume C angehörenden als den an- 
deren Teil betrachten. Bei jeder anderen Teilung wird man 
mindestens einen Teil erhalten, welcher mit B und C zugleich 
in teilweiser Deckung liegt. Aus diesem Grunde sagen wir, der 
Körper k liege auf der Grenze von B und C. Ebenso sagen 
wir, zwei Räume B und C grenzten an einander oder hingen 
mit einander zusammen, wenn sie selbst keinen Teil gemein- 
schaftlich haben, es aber einen Raumteil A giebt, von dem jeder 
Teil entweder dem Räume B oder dem Räume C oder beiden 
angehört, mit anderen Worten, wenn es einen Raum A giebt, 
der in die beiden Teile B und C zerlegt werden kann. 

Von B können wir solche Teile abtrennen, welche nicht mit 
C zusammenhangen; ebenso können wir von C solche Teile 
entfernt denken, die nicht an B grenzen. So sei B in die beiden 
Teile B' und B' derartig zerlegt, dafs B" nicht an C grenzt, und 
C bestehe aus den Teilen C' und C', von denen der letztere 
keinen Zusammenhang mit B hat. Jeder Körper, der auf der 
Grenze von B und C liegt, ist auch mit B' und C' in gleich- 
zeitiger teilweiser Deckung; die Grenze der Raumteile B und C 
ist also mit der Grenze der Raumteile B' und C identisch. 

Während aber die Raumteile B und C einen einzigen Raum 
bilden, ist es möglich, dafs bei der angegebenen Operation der 
von A übrig bleibende Teil in mehrere getrennte Raumteile zer- 
fällt. Geschieht dies, so wird auch B' in mehrerere Teile Bi', 
B2' . . ., C' in die gleiche Anzahl Teile Ci', Cg' . . . derartig 
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zerfallen, dafs jedesmal Bi' und Q' die beiden Teile eines einzigen 
Raumes sind und es auch bleiben, wenn man von jedem unter 
ihnen Gebiete abtrennt, welche mit dem andern nicht in Zu- 
sammenhang stehen. Wir sagen jetzt, die Grenze (Bi', Ci) be- 
stehe aus einem einzigen Grenzgebilde erster Ordnung. Die 
Grenze der Raumteile B und C besteht demnach aus einem ein- 
zigen Grenzgebilde, wenn 

a) die Räume B und C keinen Teil gemeinschaftlich haben, 

b) wenn sie einen einzigen Raum bilden, und 

c) w^enn auch immer ein einziger Raum übrig bleibt, indem 
man von jedem der beiden Räume solche Gebiete abtrennt, welche 
mit dem andern keinen Zusammenhang haben. 

Dieselbe Teilung, welche hier für einen Rauna durchgeführt 
ist, läfst sich auch mit einem Körper vornehmen; wir können 
daher die Definition der Grenzgebilde erster Ordnung auf Körper 
übertragen, dementsprechend auch ein solches Grenzgebilde be- 
wegen und den Begriff der Kongruenz auch für Grenzgebilde 
gelten lassen. 

9. Wenn durch die beiden Räume B und C ein einziges 
Grenzgebilde erster Ordnung (B, C) bestimmt wird, so sind mit 
unseren Voraussetzungen zwei einander ausschliefsende Möglich- 
keiten vereinbar: entweder wird jede Teilung von C nur einen 
einzigen Teil ergeben, w^elcher mit B in Zusammenhang steht, 
oder man kann C so in zwei Teile zerlegen, dafs jeder mit B 
einen zusammenhangenden Teil bildet. Im ersten Falle wird jeder 
Körper, welcher auf dem Grenzgebilde liegt, in teilweiser Deckung 
sein mit dem Räume, den irgend ein anderer Körper bei einer 
früheren derartigen Lage eingenommen hat. Demgemäfs fallen 
zwei Räume, die dem Grenzgebilde (B, C) angehören, jedesmal 
zum Teil zusammen;, das Grenzgebilde kann also nicht mehr ge- 
teilt werden. Durch Vermittlung eines bewegten Körpers ergiebt 
sich, dafs jeder Raum, in den ein Körper gebracht werden kann, 
dieselbe Eigenschaft hat; der Raumform, der ein solcher Raum 
als Teil angehört, legen wir in diesem Falle eine einzige Dimen- 
sion bei. 

Läfst sich, indem man wieder unter (B, C) ein Grenzgebilde 
erster Ordnung versteht, B in zwei Teile D und E zerlegen, 
welche beide mit C zusammenhangen, so wird dadurch das Grenz- 
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gebilde (B, C) in die beiden Grenzgebilde (C, D) und (C, E) 
zerlegt. Um dementsprechend den Begriff der Teilung auf Grenz- 
gebilde erster Ordnung zu übertragen, stellen wir folgende Defi- 
nitionen auf: Ein Grenzgebilde q ist ein Teil des Grenzgebildes jr, 
wenn jeder Körper, der dem ersten angehört, auch auf dem 
zweiten liegt, während man einem Körper auch eine Lage geben 
kann, in der er auf dem Gebilde jt, aber nicht auf dem Gebilde 
Q liegt; ein Grenzgebilde Jt ist in die zwei Teile q und ö zerlegt, 
wenn jeder Körper, der auf jr liegt, entweder dem Teile q oder 
dem Teile ö oder den beiden Teilen q und o zugleich angehört, 
ohne dafs q und ö selbst einen Teil gemeinschaftlich haben; zwei 
Grenzgebilde erster Ordnung grenzen an einander, wenn sie als 
die beiden Teile eines einzigen Grenzgebildes erster Ordnung 
betrachtet werden können. In diesem Falle sagen wir auch, sie 
hätten eine gegenseitige Grenze, und wir lassen einen Körper 
dieser Grenze angehören, wenn er nicht nur auf beiden Gebilden 
liegt, sondern auch jede Teilung desselben mindestens einen Teil 
liefert, der beiden Gebilden gleichzeitig angehört. Wiederum 
trennen wir von jedem der an einander grenzenden Gebilde solche 
Teile ab, w^elche mit dem andern keinen Zusammenhang haben; 
der übrig bleibende Teil wird dann entweder stets ein einziges 
Grenzgebilde erster Ordnung bilden oder in mehrere derartige 
Gebilde zerfallen. Im ersten Falle nennen wir ihre Grenze ein 
Grenzgebilde zweiter Ordnung. 

10. Wird ein Grenzgebilde zweiter Ordnung (a, ß) durch 
zwei mit einander zusammenhangende Grenzgebilde erster Ord- 
nung a und ß bestimmt, so wird entweder jede Teilung von a 
nur einen Teil ergeben, der mit ß zusammenhängt,' oder man 
kann a so zerlegen, dafs jeder Teil an ß grenzt. Im ersten Falle 
müssen alle Räume, mit denen das Gebilde (a, ß) in teilw^eiser 
Deckung ist, selbst in teilweiser Deckung sein; eine Teilung des 
Grenzgebildes (a, ß) und damit, wie man leicht zeigt, eines jeden 
Grenzgebildes zweiter Ordnung ist nicht möglich; wir legen daher 
der Raumform, der das Gebilde angehört, zwei Dimensionen bei. 
Wenn aber verschiedene Körper gleichzeitig auf der gegenseitigen 
Grenze von a und ß liegen können, so läfst sich das Gebilde 
(a, ß) noch teilen. Wir können die früheren Definitionen wört- 
lich auf diese Gebilde übertragen und gelangen zu der Grenze 
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zweier Grenzgebilde zweiter Ordnung und damit zum Grenz- 
gebilde dritter Ordnung. 

In derselben Weise können wir aber unbegrenzt fortfahren. 
Dabei dürfen wir jedoch jedesmal nur Gebilde gleicher Ordnung 
zusammenstellen; nur von solchen Gebilden w^ollen wir sagen, 
dafs sie Teile eines einzigen Gebildes sind und dafs sie an 
einander grenzen. Wir sagen, eine Raumform habe n Dimen- 
sionen, wenn in ihr Grenzgebilde erster bis nter Ordnung, aber 
nicht solche von einer höhern Ordnung enthalten sind, wenn also 
das Grenzgebilde nter Ordnung unteilbar ist. In diesem Falle 
legen wir auch dem Grenzgebilde mter Ordnung n — m Dimen- 
sionen bei. 

11. Vielleicht wäre es angebracht, die vorstehenden Ent- 
wicklungen so umzugestalten, dafs von der Teilung der Grenz- 
gebilde kein Gebrauch gemacht wird. Indessen tritt der Weg, 
auf dem sich dies Ziel erreichen läfst, in § 5 genugsam hervor. 
Wir möchten uns daher damit begnügen, noch in einer zweiten 
Weise anzugeben, was es heifst, der Raum habe n Dimensionen. 
Zu dem Ende treffen wir folgende Festsetzung: 

»Wenn von n + 1 Raumteilen jeder mit jedem anderen zu- 
sammenhängt und dieser Zusammenhang bestehen bleibt, nachdem 
von jedem Teile solche Gebiete beliebig abgetrennt sind, welche 
mit einem anderen nicht zusammenhangen, so bezeichnet man 
die gröfste Zahl n, die in dieser Hinsicht möglich ist, als die Zahl 
der Dimensionen.« 

Wir zerlegen also irgend einen Raumteil in zwei Teile und 
untersuchen, ob durch Abzweigung solcher Gebiete des einen, 
welche nicht mit dem anderen zusammenhangen, das Gebiet zer- 
fällt; trifft dies ein, so betrachten wir nur ein Gebiet, bei dem 
dies nicht der Fall ist; den einen der beiden Teile zerlegen wir 
wieder so, dafs jeder der beiden neuen Teile mit dem anderen 
zusammenhängt, und sehen zu, ob eine Abtrennung solcher Ge- 
biete, in denen kein Zusammenhang aller drei Teile statthat, zu 
einer Zerlegung führt; in derselben Weise fahren wir fort, bis 
eine weitere derartige Teilung unmöglich ist; wenn dies nach 
n Zerlegungen eintritt, so legen wir der Raumform n Dimen- 
sionen bei. 

Um diese Definition als berechtigt nachzuweisen, müssen wir 

Killingr, Orundlügen der Geometrie. II. X6 
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zeigen, dafs es auf die Wahl des Raumteiles und die Art der 
Zerlegung nicht ankommt. Dafs wir dabei die' Bewegung nicht 
entbehren können, darf uns nicht wundem; denn die Bewegung 
in deni vorhin beschriebenen Sinne ermöglicht es uns erst, ver- 
schiedene Raumteile mit einander zu vergleichen. 

Die letzten Etitwicklungen zeigen, dafs die Zahl der Dimen- 
sionen von unseren Voraussetzungen aus ganz willkürlich ist. 
Solange wir uns nur darauf beschränken, aus unseren Grundsätzen 
weitere Folgerungen zu ziehen, ist es nicht gestattet, eine Zahl 
vor der anderen zu bevorzugen. Dadurch sind auch die Unter- 
suchungen des dritten Abschnitts zum vollen Abschlufs gelangt, 
indem wir erkennen, dafe die geometrischen Grundbegriffe imd 
Grundsätze für jede Zahl von Dimensionen volle Gültigkeit be- 
sitzen. 
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Anwendung der Transformations-Gruppen. 



§ 1- 

Überblick über die Theorie der Transformations-Gruppen. 

Da es nicht möglich ist, die Theorie der Transformations- 
Gruppen, von der wir im folgenden eine wichtige Anwendung 
machen wollen, an dieser Stelle vollständig zu entwickeln, müssen 
wir für die Theorie selbst auf Lies Werk 2^) verweisen und uns 
hier mit einem Überblick begnügen. Dabei werden wir uns einer- 
seits ganz auf diejenigen Lehrsätze beschränken, die im folgenden 
benutzt werden, andererseits aber gerade diese Sätze mit einer 
gewissen Ausführlichkeit behandeln. Von der Mitteilung der Be- 
weise müssen wir jedoch abstehen; wenn wir in dieser Richtung 
zuweilen einige Andeutungen machen, so bezwecken wir damit 
nur, den Inhalt des Satzes selbst dem Leser näher zu bringen. 

1. Wir gehen aus von n unbeschränkt veränderlichen Gröfsen 
xi, X2 . . . Xn und transformieren sie so, dafs jedem Wertsystem 
(xi . . . Xn) ein Wertsystem (xi ' . . . Xn') entspricht. Dabei be- 
schränken wir uns auf stetige Transformationen; demnach soll 
die Gesamtheit der Wertsysteme (x), welche einer stetigen Mannig- 
faltigkeit von Wertsystemen (x) entsprechen, jedesmal eine stetige 
Mannigfaltigkeit bilden. Die neuen Variabein (xi' . . . Xn) sollen 
aber nicht blofs von den n Variabein Xi . . . Xn, sondern auch 
von r willkürlichen Parametern Ui . . . Ur abhangen; somit setzen 
wir die Gleichungen in der Form voraus: 

Xi' = fi (Xi ... Xn; Ui . . . Ur) 
• ,N X2 = Ig (Xi . . . Xn; Ui ... Ur) 

Xn = In {^1 • • • Xn; Uj ... Ur)» 

IG* 
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Diese Gleichungen stellen für jedes Wertsystem der Para- 
meter eine gewisse Transformation dar; ihre Gesamtheit bildet 
also ein System von Transformationen. 

Nun sollen die Funktionen fi, fg . . . fn nicht blofs in Bezug 
auf die Variabein xi . . . Xn, sondern auch in Bezug auf die Para- 
meter Ui . . . Ur stetig sein; die Transformationen (1) erleiden 
also stetige Veränderungen, wenn man die Parameter sich auf 
stetige Weise ändern läfst. 

Die r Parameter Ui . . . Ur sind entweder wesentlich oder 
lassen sich auf eine geringere Zahl zurückführen. Im zweiten 
Falle kann man (für p<Cr) p Funktionen ti . . . tp von Ui . . . Ur 
so bestimmen, dafs die Gleichungen (1) nur von ti . . . tp ab- 
hangen. Im folgenden soll stets angenommen werden, dafs die 
Parameter auf ihre geringste Zahl zurückgeführt, dafs sie also 
w^esentlich sind. 

Mit der Transformation (1) für ein festes System von Para- 
metern stellen wir die Transformation zusammen: 

(2) x/ = ix (xi' . . . Xn'; Vi . . . Vr), (x = 1 . . . n) 
wo auch den Parametern Vi . . . Vr feste Werte beigelegt sind. 
Indem wir in (2) für Xi ' . . . Xn' ihre aus (1) fliefsenden Werte 
einsetzen, machen wir die Variabein xi' . . . x/ abhängig von den 
Variabein Xi . . . Xn und den 2r Parametern Ui . . . Ur, vi . . . Vr. 
Wir bevorzugen jetzt den Fall, dafs bei jeder Wahl von Ui . . . u r 
und Vi . . . Vr die neuen Gleichungen die Form erhalten: 

(3) Xx" = fx (Xi ... Xn; Wi . . . Wr), 

wo die Gröfsen Wi . . . Wr von xj . . . x,, unabhängig, also blofse 
Funktionen von Ui . . . Ur, vi . . . v, sind. Dieser Fall ist des- 
halb von ganz hervorragender Wichtigkeit, weil alsdann die aus 
irgend zwei Transformationen des Systems zusammengesetzte 
Transformation wieder dem System angehört. Jedes System von 
Transformationen, welches dieser Bedingung genügt, welches also 
auch jedesmal die aus irgend zwei seiner Transformationen zu- 
sammengesetzte Transformation enthält, nennt Lie eine Trans- 
formations-Gruppe. Im vorliegenden Falle, wo die Zahl der 
Parameter endlich ist und dieselben eine stetige Mannigfaltigkeit 
bilden, heifst die Gruppe eine stetige endliche Transformations- 
Gruppe. Ist die Zahl der wesentlichen Parameter, wie wir hier 
annehmen, gleich r, so wird die Gruppe als r-gliedrig bezeichnet. 
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2. Wir setzen voraus, dafs die Gruppe die identische Trans- 
formation enthält, d. h. dafs für ein gewisses System ax . . . ar 
der Parameter die n Gleichungen erfüllt sind: 

Xj^ — — ij v^i • • • X|| , a^ • • • af ) • • • Xn — ^ in (X| • • • X|| ^ aj • » • ay )• 

(Dafs diese Forderung keine Beschränkung herbeiführt, hat 
zuerst Lie und später Schur bewiesen.) Dann kann man die 
Parameter Ui . . . Ur durch r von einander unabhängige Funktionen 
dieser Gröfsen (z. B. durch Ui — ai, U2 — aj . . . Ur — a,) der- 
artig ersetzen, dafs die identische Transformation zu dem Para- 
metersystem (0, ... 0) gehört. Diese Form soll im folgenden 
immer vorausgesetzt werden; es sollen also die Gleichungen be- 
stehen : 

(4) Xi = fi (Xi . . . Xn; ... 0) . . .Xn = fn (xi ... x„; 0, ... 0). 

Nun haben wir angenommen, dafs die Funktionen f« sowohl 
in den Variabein xi . . . Xn wie in den Parametern Ui . . . Ur stetig 
sind. Geben wir also den Parametern unendlich kleine Werte, 
so mufs auch jede Differenz ix — xx unendlich klein sein. Mit 
anderen Worten: Wenn wir setzen: 

Ui = eirft, U2 = e^dt . . . Up =er(Jt, 

wo <Jt eine unendlich kleine Gröfse sein soll, so wird unter Berück- 
sichtigung der Gleichungen (4): 

(5) fx (xi . . . Xn; eidt, t^öx, . . . tfäi) = Xx 
+ rft (eig, X + e2g2X + . . . ergrx), 
wo für X = 1 . . . n, p = 1 . . . r die ^^x Funktionen von xi . . . Xn 
sind und zwar 

w [-^'^■--a;°---'"^],=...-o =«-(—)• 

Jede Transformation^ die man aus (1) erhält, wenn man die 
Funktionen fi . . . fn durch die rechten Seiten von (5) ersetzt, 
nennt Lie eine unendlich kleine oder eine infinitesimale 
Transformation. 

Da die r Parameter Ui . . . Ur von einander unabhängig sind, 
darf man auch den Konstanten ei ... er ganz beliebige Werte 
beilegen. Speciell kann man jedesmal r — 1 unter ihnen gleich 
null und die rte gleich eins setzen. Dadurch erhält man r infini- 
tesimale Transformationen, von denen jede durch n Funktionen 
§Pi> ^p« •••Spn, die Komponenten der Transformation, bestimmt 
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wird. Jede Gruppe, in welcher die q unendlich kleinen Trans- 
formationen vorkommen: 

^119 §12 - • • §ln 
/'^\ Ütly §22 • • • &n 



Sql> Sq» • • • Sqn^ 

enthält für beliebige konstante Gröfsen ei , 62 . . . eq auch diejenige 
infinitesimale Transformation, deren Komponenten sind: 

Cl^li + e2§2i + . . . + eqlqt, 
CiSl« + e2gt2 + • • • + eq2 . . . eigin + eaggn + • • • + Cqgqn. 

Dem entsprechend nennen wir die q infinitesimalen Trans- 
formationen (7) unabhängig von einander, wenn man für kon- 
stante Werte ei . . . Cq die n Gleichungen 

e^gii + e2g2i + . . . + eqgqi = 

eiSl2 + ^2122 + • • • + eqgq2 = 



CiSin + Cjgan + . . . + eq^qn = 

nur dadurch befriedigen kann, dafs man ei = e2 = . . . =eq = 
setzt. Jede r-gliedrige Gruppe enthält hiernach genau r von ein- 
ander unabhängige infinitesimale Transformationen. 

Umgekehrt führen r von einander unabhängige infinitesimale 
Transformationen auf ein r-gliedriges System (1). Gehen wir 
nämlich, entsprechend den Gleichungen (5), von den n Diflferential- 
gleichungen aus: 

dfx 
(8) -^ = exgix + eg&x -f . . . + ergrjf (x= 1 . . . n), 

so müssen sich die Lösungen in der Form darstellen: 

ix = ^x (xi ... Xn; ei . . . er, t) (x = 1 . . . n), 

indem die weiteren Integrations-Konstanten durch die Forderung 
(4) vollständig bestimmt werden. Nun ändert sich das Gleichungs- 
system (8) nicht, wenn man t durch eine beliebige Konstante c 
dividiert, aber zugleich alle Gröfsen ei, e2 : . . er mit demselben 
c multipliziert. Demnach können auch die Lösungen aufser von 
den Variabein xi . . . Xn nur von den r Produkten ejt, Cgt. ..ert 
abhangen; sie nehmen also für Cit = Ui, e2t = u^ . . . ert = Ur 
die Gestalt (1) an. 

3. Wenn durch eine unendlich kleine Transformation jede 
einzelne Variabele xx die Veränderung gxdt erleidet, wenn also 
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gl . . . gn die Komponenten der unendlich kleinen Transformation 

df 
sind, so wird eine beliebige Funktion f (xi...Xn) um dtUgx c — 

X ^^^ 

verändert. Demnach bezeichnet Lie eine infinitesimale Trans- 
formation symbolisch durch 

(9) X(f) = JS§x|^. 

wo Statt X (f) vielfach Xf oder, wo kein Mifsverständnis be- 
fürchtet werden kann, auch kurz X geschrieben wird. Ein Vorzug 
dieser Bezeichnung besteht in der Leichtigkeit, mit der neue 
Variabele eingeführt werden. Ersetzt man nämlich die Variabein 
xi . . . Xn durch die Variabein yi . . . yn , wo yx = grx (x) ist, 
so ist: 

X(f)=-Sg«,^=^g«,- .^.^ = ^X(y^)/^=Y(f). 
^ « ^x« ^J dyß dx« ß ^^^^dyß ^^ 

Ihre gröfste Bedeutung erlangt diese Bezeichnung aber da- 
durch, dafs sie erlaubt, schwierige Operationen mit einem Blick 
zu übersehen. 

Wir wollen davon sofort ein Beispiel geben. Für 

X(f)=^|x/| wird X(|«)=2:|«^, 



(X[|«])=j;(i 



x(X[fe])=i(i4.j:;f„+i.:-5i:-|)».s.w. 



Jetzt stellen für a = 1 . . . n die n Gleichungen : 

(10) x«'=Xa + jg«-f ^j X(ga) + ^^'j X(X[g«]) + . . . 

entsprechend den Gleichungen (1) ein System von Transforma- 
tionen mit dem Parameter t dar. Verbindet man mit einer hieraus 
hervorgehenden Transformation die weitere: 

t' t'* 

Xa ' = xa' + j ga' + 2? ^ (§«') + • • • » 

WO §«' = ga (xi' . . . Xn) sein soll, so gelangt man durch Zu- 
sammensetzung dieser beiden Transformationen zu der neuen 
Transformation: 

Xa =Xai j^ — §ai ^ A (^jjaj -|- . . . 
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Die Transformationen (10) bilden also eine eingliedrige 
Gruppe; wir sagen mit Lie, zu dieser eingliedrigen Gruppe ge- 
höre die infinitesimale Transformation X(f) und umgekehrt werde 
durch X(f) die eingliedrige Gruppe (10) erzeugt. 

4. Das Zeichen X« (Xßf) bedeutet, daft in der rechten 

df 
Seite von (9) an die Stelle von f gesetzt wird 2 §ßx t— ; 

X ^^« 

demnach ist: 

Da hier die zweiten Ableitungen von f für X^f und X^f 
gleichmäfsig vorkommen, so heben sie sich weg, wenn man noch 
Xß (Xa f) bildet und von dem vorigen Ausdruck abzieht. Dem- 
nach stellt: 

(11) (X«Xy?) = X«(X^f)-X^(Xaf) 

ebenfalls eine unendlich kleine Transformation dar, von der wir 
sagen, sie werde durch Kombination der Transformationen 
Xaf und Xßi erhalten. Damit dieser Ausdruck gestattet ist, mufs 
das Ergebnis der Operation (XaXß') von der Wahl der Variabein 
unabhängig sein; mit anderen Worten: wenn für die neuen 
Variabein yi . . . yn die Formen Xaf und X^f in Yaf und Yßi. 
übergehen, so mufs auch die Form (XaXß^ in (YaY/?) ver- 
wandelt werden. Das nachzuweisen ist sehr leicht. 

Nun sagt einer der wichtigsten Sätze aus der Theorie der 
Transformations- Gruppen, dafs in jeder Gruppe, welche zwei 
unendlich-kleine Transformationen enthält, auch die durch ihre 
Kombination erhaltene Transformation vorkommt. Wir haben 
aber erkannt, dafs jede unendlich kleine Transformation der durch 
die r infinitesimalen Transformationen Xif, X2f. ..Xrf bestimmten 
Gruppe in der Form JS* e^) X^) f dargestellt werden kann. Somit 
mufs für jede Kombination a, /3 der Marken 1 . . . r ein System 
von r Konstanten caß\ . . . Caßr bestehen, so dafs die Gleichung 

gilt: 

(12) (Xa'S.ß) = S Caß^Xgl 

e 
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Umgekehrt beweist man, dafs diese Bedingungen auch hin- 
reichend sind, wenn die infinitesimalen Xif . . . Xrf eine Gruppe 
bestimmen sollen; mit anderen Worten: Wenn die rn Funktionen 
i(}x so gewählt sind, dafs unter Zugrundelegung der Gleichungen 

(9) und (11) die - -q— Gleichungen (12) für ein gewisses 

System von Konstanten Cixq erfüllt sind, so erzeugen die r infini- 

df 
tesimalen Transformationen X« f = -S'ga£ ^— für a =« 1 . . . r 

eine r-gliedrige Transformations-Gruppe. 

Wenn in der Gleichung (12) die r Koefficienten caß\...Caßx 
sämtlich gleich null sind, so ist jede von Xaf erzeugte Trans- 
formation mit jf der aus X^f hervorgehenden vertauschbar. Führen 
wir nämlich entsprechend den Gleichungen (10) die Transfor- 
mation aus: xx' = xx + tgax -f- . . . ., und verbindet damit die 
Transformation: Xx' = xx' + ug/^x' -[-..., so gelangt man bei 
Vertauschung der Reihenfolge zu demselben Resultate; d. h. wenn 
man setzt: 



Xx = X;f -4- U|/?x + • • • > so wird Xx" = Xx + tgax + . . . , 
wo ist ^ß'x = gßx (xi' . . . Xn), gax — gax (xi . . . X„). 

5. Die Konstanten Caßg sind nicht willkürlich. Zunächst ist 
offenbar: 

Caßg + Cßag = 0. 

Die Definition (11) zeigt aber auch, dafs die Gleichung be- 
steht : 

(X« IX^Xy]) + (X^ pCyX«]) + (Xy [X«X^J) = 0. 

Demnach mufs infolge von (12) die Gleichung erfüllt sein: 

(13) 2 ( CßYQ (Xq X« ) 4; CyaQ (Xp Xß) + Caßg (Xp Xy )} = 0, 
9 

Wir wollen diese Gleichung, welche sehr häufig benutzt wird, 
kurz die Relation (X«, Xß, Xy) nennen. Setzen wir hierin für 
(X()Xa) , . . die Werte aus (12) ein, so folgt: 

(14) 2 { CßyQ Cpas + Cyap Cgßs + Caßg Cgys ] = 

9 

für irgend vier Marken a, ß^ 7, b. 

Hiermit sind alle Bedingungen erschöpft, denen die Koeffi- 
cienten Caßg genügen müssen, und Lie hat nachgewiesen, dafs 
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zu jedem derartigen System von Koefficienten auch wirklich eine 
Gruppe gehört. 

6. Gehen die n Funktionen fx (xi . . .Xn; Ui . . . Ur) dadurch, 
dafs ich die Parameter Ui . . . Ur von p <C r Gröfsen vi . . . Vp 
abhängig mache, in die n Funktionen gx (xi . . • Xn; vi ... Vp) 
über und bildet das durch diese Gleichungen bestimmte System 
eine Gruppe, so gehört offenbar jede Transformation der letzten 
Gruppe auch der ursprüngUchen Gruppe an; die neue Gruppe 
heifst demnach eine Untergruppe der ersten. 

Man kann auch von den infinitesimalen Transformationen 
einer Gruppe aus zu ihren Untergruppen gelangen. Zu dem Ende 
setze man für p <C r : 

Yif=kiiX,f+... + klrXrf 



Ypf = kpiXif -|- . . . -|- kpr-Xi-i, 

und bestimme die pr Konstanten ku . . . kpr so, dafs für jede 
Kombination a, ß der Marken 1 ... p die Gleichung 

(Y« Y^) = ea^iYif + . . . + QaßrXrf 

für konstante Werte von Qafi\ . . . taßr erfüllt wird. Dann er- 
zeugen offenbar die p infinitesimalen Transformationen Yi . . . Yp 
eine Gruppe, deren sämtliche Transformationen in der aus Xi...Xr 
hervorgehenden Gruppe enthalten sind; die neue Gruppe ist also 
eine Untergruppe der gegebenen. 

Dafs jede Gruppe eingliedrige Untergruppen besitzt, haben 
wir bereits oben gesehen. In der That ist diejenige Gruppe? 
welche bei beliebigen konstanten Werten von ei . . . er von der 
infinitesimalen Transformation eiXif + ...+ ejXrf erzeugt wird, 
eine eingliedrige Untergruppe der aus Xif. ..Xrf hervorgehenden 
Gruppe. 

Sobald man komplexe Transformationen zuläfst, hat jede 
Gruppe auch zweigliedrige Untergruppen. Davon überzeugt man 
sich durch folgende Überlegung. Bestimmen Yf und Zf eine 
zweigUedrige Gruppe, so mufs sein (YZ) = mYf + nZf für kon- 
stante Werte von m und n. Wenn hier n nicht verschwindet, 
so setze man mY -|- nZ = U und bestimme die Gruppe durch 
die beiden Transformationen Y und U. Dann mufs die Gleichung 
gelten: (YU) = coU. Hierin ist auch der Fall eingeschlossen. 
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dafs m und n verschwinden, dafs also alle Transformationen der 
zweigliedrigen Gruppe mit einander vertauschbar sind. 

Jetzt gehen wir von einer beliebigen infinitesimalen Trans- 
formation SfjiXif der gegebenen Gruppe aus; soll sie einer zwei- 
gliedrigen Untergruppe angehören, so mufs es möglich sein, eine 
zweite Transformation JSgi Xi f derartig zu bestimmen , dafs ist : 

Da nun offenbar die linke Seite gleich H^^i^x (X^X«) ist, 
so führt die voranstehende Gleichung auf die r Relationen: 

(15) 2f}iC,x C£xa = «'£«. 



I.X 



Demnach wird co als Wurzel einer Gleichung rten Grades 
bestimmt, deren KoefEcienten von den Konstanten Caßy und von 
den Gröfsen jyj . . . t}t abhangen. Da jedenfalls eine Wurzel 
dieser Gleichung gestattet, die KoefEcienten gi . . . gr unseren 
Forderungen entsprechend zu bestimmen, so gelangen wir min- 
destens zu einer zweigliedrigen Untergruppe, der die infinitesimale 
Transformation ^^iX«f angehört. 

Die angegebene Gleichung gestattet aber auch, die mehr- 
gliedrigen Untergruppen zu bestimmen, in denen eine gegebene 
Transformation vorkommt. Dabei kommt es, wie die Gleichungen 
(15) zeigen, nicht auf die Gruppe selbst, sondern nur auf die 
Koefficienten Caßy an. Demnach ist es gestattet, zwei Gruppen, 
in denen dieselben Koefficienten c zu Grunde gelegt werden 
können, gleichen Bau oder gleiche Struktur beizulegen. 
(Der firüher von Lie eingeführte und auch von mir gebrauchte 
Ausdruck, sie hätten gleiche Zusammensetzung, wird am besten 
ganz vermieden.) 

7. Wenden wir die sämtlichen Transformationen einer Gruppe 
auf ein Wertsystem (xj . . . xj) an, so bildet die Gesamtheit der 
Wertsysteme, in welche dasselbe übergeführt wird, entweder eine 
n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit oder eine Mannigfaltigkeit 
von weniger Dimensionen. Wenn das letztere für alle Wert- 
systeme gilt, so nennen wir die Gruppe intransitiv. Sobald 
wir nur von einem einzigen, Wertsystem wissen, dafs es in alle 
Wertsysteme seiner Umgebung übergeführt werden kann, mufs 
dasselbe für alle Wertsysteme möglich sein, die nicht besonderen 
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Bedingungen genügen; in diesem Falle nennen wir die Gruppe 
transitiv. 

Gehen wir z.» B. von den r infinitesimalen Transforma- 
tionen aus: 



Fl (x) 



df 



• Fr (x) 



df 



WO Fl (x), ... Fr (x) ganz beliebige Funktionen von x sind, so 
erkennen wir sofort, dafs sie eine Gruppe bestimmen. Die end- 
lichen Transformationen sind offenbar: 

X =x, y' =y + uiFi (x) + ujFa (x) -f- . . . + UrFr (x); 

es bleibt also der Wert von x ungeändert. Betrachten wir x 
und y als die rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten, so werden 
alle zur y-Achse parallelen Geraden in sich verschoben. 

Dagegen wird bei gleicher Auffassung der Werte x und y 
durch die Transformationen der viergliedrigen Gruppe: 



df di di 



X 



2 



df . df 

i:: + xy 



^ dy' dx' ^ dx' " dx ' "-^ dy 

zwar jeder Punkt der Linie y = in dieser Linie belassen; aber 
jeder andere Punkt der Ebene kann in alle Punkte übergeführt 
werden, welche mit ihm auf derselben Seite der x-Achse liegen; 
die Gruppe ist also transitiv. 

Sind die Komponenten der r infinitesimalen Transformationen» 
durch welche eine transitive Gruppe bestimmt wird, 

• • §111 

• • §2n 



;ii 



;2i 



;ri 






so mufs zunächst r > n sein; zugleich mufs unter den 

terminanten, welche man aus der Matrix 

§11 &i • • • Sri 
§12&2 • • • §r2 



r 



De- 



§ln§än 



»rn 



durch Auswahl von n Vertikalreihen bilden kann, mindestens eine 
sein, welche nicht identisch verschwindet. 
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$2. 

von Transforntations-Gruppen. 

1. Die Bewegungen des euklidischen Raumes von 
n Dimensionen. 

df 
Wir wollen im folgenden immer das Symbol j— durch px 

ersetzen. Bei Benutzung der n Variabein xi . . . Xn gehen wir 

von den — ^^ir'-- infinitesimalen Transformationen aus: 

2 

(1) p/, piXx — pxXi = Vix, 

Dafs diese eine Gruppe bestimmen, erkennt man sehr leicht, 
indem man je zwei von ihnen kombiniert. Sind nämlich i, x, 
Xy (i vier ungleiche Marken aus der Reihe 1 . . . n, so ist ofienbar 
unter Anwendung der durch die Gleichung (11) des vorigen 
Paragraphen gegebenen Vorschrift: 

(2) (p,, px) - 0, (p., U,x) = - p;r, (p., U;.;.) = 0, 
(U,x, U.;.) — U^;., (Uix, U;.^) = 0. 

Zugleich sehen wir, dafs sowohl die n Transformationen p*, 

wie die - —^ — - Transformationen Uix für sich eine Unter- 

gruppe bestimmen. Die letztere ist intransitiv, da sie die Form 
^ = xf +x| +...+xJ ungeändert läfst. Die infinitesimale 
Transformation Uix führt nämUch * über in 

* + (,a^^'^-ä7x^' j*' 

wo der Klammerausdruck verschwindet. Aus dieser Eigenschaft 
der Gruppe kann man bereits schliefsen, dafs die endlichen Trans- 
formationen der Gruppe sind: 

yx = axiXi + axjXg + . . . + »xnx« + bx (x = 1 . . . n), 

wofern zwischen den n* Koefficienten a«^ die Beziehungen be- 
stehen : 

^xi "r ^x2 I • • • "H ^xn ^^ ^ 

(4) axia;.i + ax^a;.« -|- . . . + axna;.n = für x^ A, 

an . . . a^n I 

ani . . . a^n 
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Wir wollen dies noch in anderer Weise zeigen. Angenommen, 
irgend eine Auswahl aus den Transformationen (1) habe zu einer 
durch die Gleichungen (3) und (4) charakterisierten Transformation 
geführt; dann zeigen wir, dafs die Hinzunahme irgend einer an- 
deren Transformation (1) wieder eine Lösung derselben Form 
liefert. Die infinitesimale Transformation p* vertritt die Diffe- 
rentialgleichungen : 

dxi = . . . = dxi_i = dxi fi ==... = dxn =« 0, dxt =^ dt; 

ihre Anwendung auf die Variabein yi . . . yn führt zu der Trans- 
formation : 

Zi = yi . . . Z£_i = y4_i, zi =yf + t, Z/ : i = yi^i . . ., z« =y:.. 

In den Gleichungen (3) ändert sich also nur der Koeffi- 
cient hl, der in b« + t übergeht, während alle anderen ungeändert 
bleiben. 

In entsprechender Weise vertritt das Symbol p^xx — pxXi 
die n Differentialgleichungen: 

dxi = xxdu, dxx = — xi du, dx;. = für jl ^ £, x. 

Indem wir diese auf die Variabein yi . . . yn anwenden, erhalten 
wir die Transformationen: 

Zi = y* cos u + yx sin u, Zx =* — y^ sin u + yx cos u, zi = y;.. 

Für yi . . . yn führen wir die in den Gleichungen (3) an- 
gegebenen Werte ein und erhalten: 

Z« =« aa'iXi + • • • + aa'nXn + b« (« = 1 . . . n) für 

a/v = aiv cos u + Zxv sin u, axv = — air sin u + Zxv cos u, a;.v = a/v, 

bi = bf + hl cos u + bx sin u, bi = bx — hi sin u -|- bx cos u, bA=b/.. 

Wir gelangen also wieder zu einer Transformation von der 
Form (3), und für die neuen Koefficienten gelten offenbar wieder 
die beiden ersten Gleichungen (4). Dafs aber auch die aus den 
neuen Koefficienten gebildete Determinante ungeändert bleibt, 
braucht man nicht einmal aus dem Multiplikations-Theorem her- 
zuleiten; es genügt, wenn man in der neuen Determinante die 
Elemente der xten Reihe mit tgu multipliziert und von denen der 
iten Reihe subtrahiert. 

Nun genügt die identische Transformation yx = xx oflfenbar 
den Bedingungen (3) und (9); somit darf man die aus den 
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infinitesimalen Transformationen (1) hervorgehenden endlichen 
Transformationen in beliebiger Reihenfolge und beliebig oft mit 
einander verbinden und erhält stets eine Transformation von der 
durch die Gleichungen (3) und (4) angegebenen Form. 

Die Zahl der willkürlichen Parameter beträgt aber 

n -U n2 _ " (^ + ^ ) _ ? (^ + 1) 

und da dies auch die Zahl der von einander unabhängigen infini- 
tesimalen Transformationen ist, so erkennen wir, dafs durch die 
Transformationen (1) wirklich die angegebene Gruppe erzeugt 
wird. 

Man kann auch die Koefficienten aix in der von Cayley ge- 
fundenen Weise, die man u. a. in Baltzers Theorie der Deter- 

minanten findet, vermittelst — von einander unabhängigen 

Gröfsen darstellen und erkennt wiederum, dafs die Zahl der 

Parameter gleich n + 9 ist. 

Von den Gleichungen (3) und (4) sind wir ausgegangen, als 
wir im ersten Bande (S. 205—210) die Bewegungen des n-dimen- 
sionalen euklidischen Raumes untersucht haben; wir sehen jetzt, 
dafs diese Bewegungen durch diejenige Transformations-Gruppe 
dargestellt werden, welche durch die infinitesimalen Transforma- 
tionen (1) erzeugt wnrd. 

2. Die Bewegungen der nicht-euklidischen Raum- 
formen von n Dimensionen. 

n fn I 1 \ 

Für die n + 1 Variabein xo, xi . . . Xn legen wir die - j" 

infinitesimalen Transformationen zu Grunde: 

(5) Vx = k»xopx — xxpo, U/x— p^xx — pxX£. 

Diese bestimmen eine Gruppe, wie man aus den Gleichungen 
erkennt: 

(Vi, Vx) = k*U,x, (V,, U,x) = - Vx, (V,, Ux;.) = 0, 

(U,x, Va) — UxA, (U,x, Ua^) = 0, 

wo £, X, Xy fi vier verschiedene Marken der Reihe 1, 2 . . . n 
sind. 
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Die auf diese Weise erhaltene Gruppe ist intransitiv, da die 
quadratische Form 

k^xg + xf + . . . + xj 
von allen infinitesimalen Transformationen (5) und infolge dessen 
auch von den endlichen Transformationen der Gruppe nicht ge- 
ändert wird. Beschränken wir uns aber etwa auf die n-fach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit: 

(6) k«x§ + xf + . . , + xS = k^ 

so ist für diese die Gruppe transitiv. Um das zu erkennen, stellen 
wir folgende Erwägung an. Wir betrachten einen gewissen Be- 
reich der Mannigfaltigkeit (6), der in der Umgebung des Wert- 
systems (0, ... 0) liegt; zur Bestimmung aller Wertsysteme 
dieses Bereiches genügen die n Gröfsen xi, x^ . . . Xn. Um die 
Veränderungen zu übersehen, welche diese Gröfsen erleiden, be- 
nutzen wir die Gröfse xo, welche wir durch die Gleichung 



/ 



IV A « ^""^ ... ^ A] 



k2 

und die Festsetzung definieren, dafs für xj = x^ = . . . = Xn ==» 
zugleich Xo =— 1 sein soll. Hiernach lege man den Umgestaltungen 

des Gebildes (6) die — J" — ^ infinitesimalen Transformationen 

zu Grunde: 

piXx — pxXi, Xopx. 

Die letzten n Transformationen für sich führen bereits das 
Wertsystem (0, ... 0) in jeden Punkt der Umgebung über; die 
Gruppe ist also transitiv. 

Für die n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit ist die Grölse xo 
blofse Hilfsgröfse, deren Benutzung nur den Zweck hat, die For- 
meln einfach und übersichtlich zu machen. Da das Gebilde (6) 
des (n + l)-dimensionalen Raumes bei der aus (5) hervorgehenden 
Gruppe in sich verbleibt, so dürfen wir auch auf die Untersuchung 
des Gebildes (6) diejenigen endlichen Gleichungen anwenden, 
welche durch die infinitesimalen Transformationen (5) erzeugt 
werden. Diese Gleichungen sind aber, wie wir auf dem in der 
vorigen Nummer entwickelten Wege erkennen, homogen linear, 
und zwischen den Koefficienten bestehen die Bedingungs-Glei- 
chungen, welche wir im ersten Bande (S. 205 u. 206) angegeben 



Anwendung der Transformations-Gruppen. 257 

haben. Die aus (6) hervorgehende Gruppe stellt demnach die 
Bewegungen eines n-dimensionalen nicht-euklidischen Raumes dar, 

für den das Riemannsche Krümmungsmafs gleich ^^ ist. 

Für manche Zwecke eignen sich folgende Variabele besser: 

/rt\ Xi Xg Xn 

Xo Xo Xo 

Die Forderung (6) verlangt jetzt, dafs das quadratische Gebilde 

k^ + yf + yi + . . . + yi = 

•durch die Transformationen der Gruppe nicht geändert wird. 
Wendet man die durch die Gleichung (q) des vorigen Paragraphen 
gegebene Vorschrift auf die Transformation p^xx — pxx* an, so 

erhalten wir für j^=:qx das Symbol Qtyx — qxy«; ebenso geht 

<ias Symbol xop« über in q« + f^ ^JQ^Q- ^^ ^^^ Variabein 

3'i . . . yn wird also die Gruppe durch die infinitesimalen Trans- 
formationen erzeugt: 

(8) qx + S ^y^^^> q^y* — q^y^. 

wo die Marken *, x der Reihe 1, 2 . . . n angehören. Für 
k*^ = CO geht die Gruppe (8) auch ihrer äufsern Form nach in 
die Gruppe (1) der vorigen Nummer über. 

3. Die allgemeine projektive Gruppe. 

Wir machen, entsprechend den in III § 7 (B. 1. S. 182) 
getroffenen Festsetzungen, die Transformationen der n Variabein 
xi . . . Xn abhängig von den n (n -[- 2) Verhältnissen der (n + 1)* 
Gröfsen aix für «, x = 0, 1 . . . n vermittelst der Gleichungen : 

Setzen wir 

hao -|- 2havyv 



z« 



hoo -p -^bovyv 



so folgt: Ztf= "^ , — — ^^ ^ , wofern gesetzt wird: 

Coo -\- 2J CovXr ^ 



n 



Cftv = 2 b^rarv. 
Killing, Grandlagen der Geometrie. II. ij 
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Die Transformationen (9) gehören also einer n (n — 2)- 
gliedrigen Gruppe an. 

Soll sich die Transformation (9) von der identischen Trans- 
formation ya=«xa unendlich wenig unterscheiden, so darf aoo 
nicht verschwinden, kann also gleich eins gesetzt werden; zu- 
gleich mufs sein: 

aaa s« 1 -|- Caarft, aao = Caorft, aay^ «> Ca/?rft, Zoa = — Coa6l 

für a ^ /J und einen unendlich kleinen Wert von dt. Alsdann 
wird für y« = xa + dx« : 

--j7- = Caxi + CaiXi + . . . ConXn -f-Xa (CoiXi + • • • + ConXn). 

Da die n (n + 2) Gröfsen c noch willkürlich gewählt werden 
können, gelangen wir zu den infinitesimalen Transformationen: 

(10) p£, piXx = Vix, Xä (XiPi -[-...+ XnPn) = W/, 

wo £, X = 1 . . . n zu nehmen sind und auch t = x gesetzt 
werden kann. Indem wir das bekannte Zeichen 6lx benutzen, 
welches =1 oder =0 ist, jenachdem die Marken t, x gleich 
oder verschieden sind, können wir die Resultate aus der Kom- 
bination je zweier unendlich kleiner Transformationen leicht in 
folgender Weise angeben: 

(p^p;.) = 0, (Wx Wa) =» 0, (px Va^) = rfxAp^, 
(p^, Wa) = VxA + dxA (Vu + V32 + . . . + Vn„), 
(VxA, YfjLv) = d^vVfjLX — dA^Vxv, (VxA, W^) = rfx^WA. 

Führt man die neuen Variabein yo, yi . . . yn ein durch die 
Forderung: 

xi - f;, . . . xn-^", y? + y? + . . . + yJ = 1, 
yo yo 

so kann man setzen: 

-^ = SciQjQ —jL 2 CQt^ygya («, p, = 0, 1 . . . n). 

Läfst man hierin die sämtiichen Koefficienten Cix, deren 
Marken ungleich sind, verschwinden und setzt die übrigen ein- 
ander gleich, so wird jedes dy^ gleich null; also hangen auch die 
neuen Transformationen von n (n -j- 2) Parametern ab. 

4. Die Bewegungen der in einem dreidimensionalen 
euklidischen Räume gelegenen Ebenen. 
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Sind Xi, X2, X3 die rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten, 
so kann die Gleichung jeder Ebene auf die Form gebracht werden 

(11) UiXi -f UgXjj + UjXs — Uo = 

mit der Bedingung: 

(12)^ uf + u| + ui = 1. 

Umgekehrt sind diese vier Gröfsen Uo, Ui, U2, U3, zwischen 
deren drei letzten die angegebene Relation besteht, für metrische 
Zwecke als Koordinaten der Ebene sehr geeignet. 

Da die Gleichung (11) die Bedingung dafür angiebt, • dafs der 
Punkt (x) in die Ebene (u) fällt, so mufs auch sein: 

(Ul+dUi) (xi+dXi)+(U2+rfU2) (X2 + dX2) + (U3+(JU3) (Xs+dx,) 

— (uo + duo) = 0, 
wofern durch irgend eine unendlich kleine Bewegung der Punkt 
(xi, X2, X3) in (xi +cJxi,...) und gleichzeitig die Ebene (uo.-.us) 
in (uo + öuo . . .) übergeht. 

Ferner mufs wegen der Gleichung (12) die Bedingung be- 
stehen : 

UirfUi + U2rfU2 + UsdUs =0. 

Nun gelten nach 1. für die unendlich kleinen Veränderungen 
der Variabein x die Gleichungen: 

dx, 6x2 , 

j^ = ai — 35X3 + OeXiy -^ = ag — a^Xi + a4X3 , 

-^ = aj — a4X2 + asXi. 

Indem wir diese Werte für dxi, dx2, rfxs einsetzen und berück- 
sichtigen, dafs die auf diese Weise sich ergebende Gleichung für 
alle Punkte gelten mufs, finden wir: 

(13) dui = (a5U3 — a6U2) dt, du2 == (agUi — a4U8) dt, 

dud = (a4Ui — asUi) dt, du« == (aiUi -|- a2U2 -f asUs) dt. 

Als Symbole für die sechs unendlich kleinen Transforma- 

tionen ergeben sich, wenn wir noch q« für ^ schreiben, die 

folgenden : 

(14) Uiqo, U2qü, Usqo, U2q3 — Ujqg, Uaqi — Uiqg, Uiq» — Ugqi. 

Eine leichte Rechnung zeigt, dafs diese Gruppe genau so 
gebaut ist wie die für die Umwandlung der Punkte geltende Gruppe : 

Pl» P2, Ps, P2X3 — P3X2, P3X1 — piXs, P1X2 PiXj. 

17* 
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5. Der euklidische dreidimensionale Raum mit der 
Geraden als Element. 

Wenn man die Geraden des Raumes durch den Schnitt zweier 
Ebenen (u) und (v) bestimmt, so ist es offenbar für metrische 
Zwecke am geeignetsten, vorauszusetzen, dafs die Ebenen auf 
einander senkrecht stehen, dafs also zu der Bedingung (12) und 
zu der entsprechenden Gleichung zwischen Vi, V2, Vs noch die 
Bedingung hinzutritt: 

UiVi + U2V2 + U3V8 = 0. 
Unter dieser Annahme setzen wir: 

(15) UoVi — UiVo = yi, UoVg — Ugv« = 72, UoVs — U3V0 = ys, 
U2V3 — U3V2 = y4, UaVi — UiVj = ys, UiVj — UgVi = ye- 

Alsdann bestehen zwischen den sechs Gröfsen yi . . . ye die 
beiden Gleichungen: 

(16) yiy4 + yays + ysye = O, yj + y| + y| — l. 

Bildet man die Variationen dyx für Vi . . . ye und setzt für 
öüx die Werte aus (13) und für dvx die entsprechenden Werte 
ein, so wird: 



^ = -_ 



dt 



a2y6 + aays + a6y2 — asy» 



rfy4 

-^ = a^ye ~ aeys 

Die Gruppe wird also, wenn c — = tx gesetzt wird, durch 
die infinitesimalen Transformationen bestimmt: 

(17) r^ye — rays, rjy^ — ^ye, riys — r2y4, 

rgys — rsy» — rgy« + rgys, rsyi — riys — rgyi + Uye, 
riya — rjyi - r4y5 + r5y4. 

Auch für diese Gruppe läfst sich leicht zeigen, dafs sie gleichen 
Bau mit der Gruppe der Punkttransformationen eines dreidimen- 
sionalen euklidischen Raumes besitzt. 

Bei dieser Gelegenheit mögen einige weitere Bemerkungen 
gestattet sein. 
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a) Die sechs eingeführten Gröfsen haben eine einfache geo- 
metrische Bedeutung. Es bezeichnen nämlich y4, ys, ye die 
Cosinus der Winkel, welche die Gerade mit den positiven Rich- 
tungen der Koordinatenachsen bildet; yi, yg, ys liefern die Mo- 
mente der Geraden gegen diese drei Achsen, also z. B. yi das 
Produkt aus dem kürzesten Abstand der gegebenen Geraden von 
der Xi -Achse in den Sinus des von ihnen gebildeten Winkels. 
Die drei Gröfsen yi, y2, ys können auch in folgender Weise 
definiert werden : Man ziehe durch den Anfangspunkt eine Strecke, 
welche mit der gegebenen Geraden einen rechten Winkel bildet 
und gleich ist der Senkrechten, welche von diesem Punkte auf 
die Gerade gefällt wird; die Koordinaten ihres Endpunktes sind 
yi> J%i ys- Es läfst sich zudem leicht eine allgemeine Vorschrift 
angeben, nach welcher Richtung die Strecke gezogen werden 
müsse, damit die sechs Gröfsen yi . . . y« nicht nur die Gerade 
selbst bestimmen,- sondern auch die Richtung angeben, in der 
ihre Punkte auf einander folgen sollen. Dies ergiebt sich bei 
der ersten Erklärung der Gröfsen yi . . . yc ganz von selbst. Auch 
die rechtwinkligen Koordinaten eines jeden Punktes (x) der Ge- 
raden (y) lassen sich leicht ausdrücken. Soll nämlich der Punkt 
(x) auf der Geraden (y) liegen und vom Fufspunkte der Senk- 
rechten, die man vom Anfangspunkte auf sie fällt, den Abstand 
r haben, so ist: 

xi = ysye — ysys + ry4 

X« =y8y4 — yiy« + rys 
xs — yiys — ygyi + rye. 

Wenn die Gerade nicht durch den Anfangspunkt geht, so 
sind die Gleichungen zweier durch die Gerade zu legender Ebenen : 

xiyi + xsys + xsys = 0, 

xi (y2y6 — ysys) + x« (ysy^ — yiye) + xs (yiys — y2y4) 

-yf + yi+yi- 

Eine dritte Ebene möge dargestellt werden, indem man die 
erste Gleichung mit A, die zweite mit B multipliziert und addiert ; 
indem man die Bedingung stellt: 

A« + B» = 1, 

wird A gleich dem Cosinus des Winkels, den die dritte Ebene 
mit der ersten bildet. 
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b) Will man, ausgehend von zwei Punkten (x) und (x'), 
welche in der zu bestimmenden Geraden liegen, zu den Gröfsen 
(y) gelangen, so wählt man die Punkte so, dafs ihr Abstand 
gleich eins ist; dann wird: 

yi = xgxs' — X3X2', y, = xjXi' — XsXi', 73 =« XiXj' — xjXi', 

y4 =» Xi — Xi ', y5 aaoB xg — Xg ', Ye — X3 — Xj '. 

c) Es sei gestattet, darauf hinzuweisen, dafs die eingeführten 
Koordinaten zur Ermittlung metrischer Beziehungen sehr geeignet 
sind. In dieser Hinsicht erinnere ich daran, dafs, wenn (y) und 
(y') die Koordinaten zweier Geraden sind, der Ausdruck 

viyi' + y4yi' ^ y%yb + ysy«' + ysy«' + ysy»' 

ihr Moment und yiy^' + ysys +y6yß' den Cosinus des Winkels 
darstellt, den die Geraden mit einander bilden. Auch möge noch 
ein Satz über die allgemeinen (reellen) Komplexe ersten Grades 
mit Hilfe dieser Koordinaten bewiesen werden. 

Soll der durch die Gleichung 2kii y« «-• dargestellte Kom- 
plex kein specieller sein, so mufs der Ausdruck aiai-t-agas-t-^^s^e 
einen von null verschiedenen Wert haben. In diesem Falle darf 
man bei der Annahme reeller Konstanten voraussetzen, dafs 

«! + «i + «i = 1 
ist. Setzt man jetzt 

^4 = «1, Pth =*■ «2, f^ü = «3, i«l = «4 -f Ö«l, iMj — «5 + <J««, 

/*3 ™ «6 + ö«8, 

SO stellen für 

— ö = «104 + «gas -}" «söfe 
die Gröfsen fii . . . fis die Koordinaten einer Geraden dar. Da- 
durch geht die Gleichung des Komplexes über in: 

(i"iy4+iW4yi+i«Äy5+i"6y2+^3y6— iM6ys)=ö(iM4y4+jM5y6+iW6y6). 

Hiernach steht das Moment einer jeden Linie (y) des Kom- 
plexes mit einer festen Geraden (jm) in einem konstanten Ver- 
hältnis zum Cosinus des von ihnen gebildeten Winkels; mit 
anderen Worten: Hat eine Linie des Komplexes von der festen 
Geraden (ß) den Abstand r und bildet sie mit ihr den Winkel g), 
so ist das Produkt rtg^ konstant, und zwar 

«104 + «2«6 + «3ÖE6 



rtg9 = 



«1 + «i + «8 
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6. Die Geraden des dreidimensionalen Raumes in 
projektiver Beziehung. 

Sind xi . . . X4 und xi' . . . X4' die homogenen Koordinaten 
zweier Punkte, so wird durch das Verhältnis der sechs Gröfsen 
pijj SSI xi xx — xxx i (für £, X = 1 ... 4) diejenige Gerade be- 
stimmt, welche durch die beiden Punkte hindurchgeht. Dabei 
gilt die Beziehung: 

Pi«P84 + P18P42 + P14P28 = 0. 

Jede projektive Umgestaltung des Raumes ändert die Gröfsen 
Pix vermittelst homogener linearer Gleichungen um, deren Koeffi- 
cienten so gewählt werden müssen, dafs die angegebene quadra- 
tische Form in sich transformiert wird. Man kann aber auch 
mit Klein 

zi = P12 ^- P34, iz2 — P12 — P34, u. s. w. 
setzen; dadurch geht die Bedingungsgleichung über in 

zf + zi + zi + z| -f z| + z| - 0. 

Alsdann wird die Gruppe, durch welche die bei beliebiger 
projektiver Umgestaltung des Raumes eintretenden Veränderungen 
der Geraden dargestellt werden, aus den 15 infinitesimalen Trans- 
formationen 

Tt zx — VxZt (für ly X == 1 ... 6) 

ÖZi 



erzeugt, wo n = ^^ sein soU. 



§ 3. 
Invarianten von Transformations-Gruppen. 

1. Eine intransitive Gruppe führt einen beliebigen Punkt nicht 
in jeden Punkt seiner Umgebung über, sondern beläfst ihn auf 
einem gewissen Gebilde A, welches durch eine oder mehrere 
Gleichungen zwischen den Variabein bestimmt wird. Dies Ge- 
bilde wird dann aber durch die Transformationen der Gruppe in 
sich transformiert; denn sobald irgend einer seiner Punkte a in 
einen Punkt b übergeführt werden könnte, der dem Gebilde A 
nicht angehört, könnte jeder Punkt des Gebildes, da er die Über- 
führung nach a gestattet, auch in die Lage des Punktes b gebracht 
werden; das Gebilde A würde also nicht die Gesamtheit aller 
Punkte enthalten, in die man den zuerst gewählten Punkt trans- 
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formieren kann. Hiernach hat jede intransitive Gruppe Invarianten^ 
d. h. gewisse Funktionen der Variabein bleiben bei allen ihren 
Transformationen ungeändert. 

Umgekehrt ist eine Gruppe intransitiv, sobald sie eine In- 
variante in den Variabein xi . . . Xn enthält, denn wenn die 
Funktion * (xi . . . Xn) bei allen Transformationen der Gruppe 
ungeändert bleibt, so kann der Punkt (x) nur in solche Punkte 
umgewandelt werden, für welche * (xi ' . . . Xn') = * (xi . . .Xn) ist. 

2. Dies Resultat gilt aber nur, solange man sich auf ein 
einziges Wertsystem beschränkt; dagegen bleiben bei jeder Gruppe,, 
wie wir nachher zeigen werden, Beziehungen zwischen mehreren 
Wertsystemen ungeändert; solche Beziehungen mögen Invarianten 
im weiteren Sinne genannt werden.**) Es wird gut sein, dies 
zunächst an einigen Beispielen zu erläutern. 

Sind (x) und (x) zwei verschiedene Punkte in einer n-dimen- 
sionalen euklidischen Raumform, so bleibt die Form 

(Xi - x/)2 + (X, - X,y + . . . + (x„ - XnT 

bei allen ihren Transformationen ungeändert. Ebenso wenn wir 

die Punkte einer n-dimensionalen nicht-euklidischen Raumform 

mit dem Riemannschen Krümmungsmafs = 1 : k* in der vorhin 

(§ 2, 2) angegebenen Weise durch die n + 1 Gröfsen xo, Xi . . . Xn 

darstellen, so besteht zwischen je zwei Punkten die invariante 

Beziehung: 

k*XoXo' + XiXi' + . . . + x„Xn'. 

Nimmt man in einem dreidimensionalen Euklidischen Räume 
die Ebene als Element und benutzt die oben eingeführten Variabein 
Uo . . . Us, so haben je zwei Elemente die Invariante 

UiUi' + U2U2' + U3U3', 

und für je vier Elemente tritt hinzu: 

Uo Ui Ug Us 
Uo' Ui' Ug' U3' 

// // // // 

Uo Ui U2 U3 

Uo" ur ug"' U3'" 

Dagegen giebt es für je zwei Gerade eines dreidimensionalen 
euklidischen Raumes bereits zwei Invarianten, nämlich: 

7^74.' + ysys' + yeye' und 

yiji' + yiyi' + yayö' + y6y2' + ysye' + yeys'. 
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während bei der projektiven Umgestaltung des Raumes zwischen 
zwei Geraden nur eine Beziehung ungeändert bleibt. 

3. Wir wollen jetzt zeigen, dafs auch jede transitive Gruppe 
Invarianten im weiteren Sinne besitzt. Zu dem Ende denken wir 
ihre sämtlichen Transformationen auf zwei verschiedene Wert- 
systeme angewandt; wir setzen also: 

yt = 9« (xi . . . Xn; Ui . . . Ur), yt ' = g)t (x/ = Xn'; Ui . . . Ur). 
Hier haben wir, da die Variabein xi ' . . . Xn' von den Xi . . . Xn 
ganz unabhängig sind, eine r-gliedrige Gruppe mit 2n Variabein; 
diese kann intransitiv sein, ohne dafs es die ursprüngliche ist; 
sie kann also Invarianten besitzen, oder es ist möglich, dafs ge- 
wisse Beziehungen zwischen (xi . . . x«) und (xi ' . . . Xn') durch 
die Transformationen der Gruppe nicht geändert werden. Man 
kann aber in gleicher Weise pn Variabele einführen: 

und sie durch die Transformationen 

yi= g>«(xi . . . Xn; Ui . . . Ur), y*' = g)£(xi' . . . Xn'; Ui . . . Ur)> 

y/' = 9>i (Xi' . . . Xn"; Ui . . . Ur) . . . 

in die Variabein 

yi . . . yn, yi' . . . yn', yi" . . . Vn" . . . yi^^"^^ . . . yn^^"^^ 

umwandeln. Diese letzte Gruppe ist ganz gewifs intransitiv, wenn 
pn>r ist; die gegebene Gruppe hat also Invarianten im wei- 
teren Sinne. 

4. Dieser Weg liefert für jede Gruppe unendlich viele In- 
varianten. Indessen sind dieselben nicht unabhängig von einander, 
kommen vielmehr auf eine gewisse endHche Zahl hinaus, die 
höchstens gleich der Zahl n der Variabein ist. Wir finden dies 
bei den vorhin angeführten Beispielen bestätigt, können es aber 
auch sehr leicht beweisen. Zu dem Ende setzen wir voraus, 
zwischen v Punkten bestehe keine Invariante; gäbe es jetzt zwischen 

V + 1 Punkten mehrere unveränderliche Beziehungen, deren Zahl 
m>n wäre, so könnte man zwischen den m Gleichungen: 

Ji (xix' . . . x<^>) — Gl, Jg (xix . . . x^^^) = C2 . . . 

Jm (xiX . . . X<^>) — Cm, 

WO X statt xi . . . Xn gesetzt ist, die Variabein xi . . . Xn elimi- 
mieren; man erhielte also eine invariante Beziehung zwischen 

V Punkten. 



266 Achter Abschnitt. § 3. 

Nimmt man jetzt einen v + 2ten Punkt x© hinzu, so bestehen 
selbstverständlich die Gleichungen: 

Ji (x«, X' ... x<^)) — Gl' . . . J,„ (x«, X» . . . x<^0 — Cn:. 

Giebt es jetzt zwischen den v + 2 Punkten eine weitere in- 
variante Beziehung, so kann man für m = n die 2n Variabein 
x J . . . xj , xi . . . Xn aus den niedergeschriebenen Gleichungen 
eliminieren und in die neue Gleichung einsetzen. Diese mufs 
jetzt identisch befriedigt werden, oder die neue Beziehung ist eine 
Folge aus den vorangehenden. 

Ganz ähnliche Überlegungen stellt man fiir m <C n an ; in 
allen Fällen überzeugt man sich, dafs sich die Invarianten höchstens 
auf n von einander unabhängige zurückführen lassen. 

5. Um die Invarianten zu finden, kann man einmal von den 
endlichen Transformationen ausgehen und aus den (r + I) • n 
Gleichungen : 

(1) yx=9 (xi . . . x„; Ui . . . Ur), yx '=g) (xi' . . . Xn'; Ui . . . Ur) 

. . . yjc W = 9 (XiM . . . XnW; Ui . . . Ur) 

die r Parameter Ui . . . Ur eliminieren. Dadurch erhält man eine 
oder mehrere Gleichungen von der Form: 
F (yi . . . yn; yi' . . . yn i ...)=» ^ (xi ... Xn; xi' ... Xn . . .). 

Sind die Funktionen F und i> identisch, so stellt F eine 
Invariante der Gruppe dar. Wenn aber F und <P verschiedene 
Funktionen sind, so beachte man, dafs man in den Gleichungen 
(I) die Variabein x mit den Variabein y vertauschen kann, wofern 
man nur die Parameter ui . . . Ur durch geeignete Parameter 
Vi . . . Vr ersetzt. Da aber die Parameter ganz entfernt sind, so 
mufs auch die Gleichung befriedigt werden: 
r (xi ... Xn; Xi . . . Xn ; . . .) =^ ^ (yi . . . ynj yi • • • yn ; • * •)> 
demnach ist jede symmetrische Funktion von F und <P eine In- 
variante. 

Wenn nur die infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
gegeben sind: 

so findet man die Invarianten durch Auflösung von partiellen 
Differentialgleichungen; für jede Invariante J (x, xi ... xW) gelten 
nämlich die Gleichungen: 
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oder wenn man 



Xi' {{) = 2! §ip (x ) ^, u. s. w. 



setzt: 

(3) X.(J) + X,'(J) + ... + X.Wa)-0. 

6. Es ist aus mancherlei Gründen vorteilhaft, die in derselben 
Invariante vereinigten Wertsysteme unendlich nahe bei einander 
anzunehmen. Wir setzen also an: 

X;f'=Xx+diX;(r, Xx" ™ Xx + dsXx . . . XAf(v)= Xx + dvXx (x=l.. .u) 

und machen die Annahme, dafs die Gröfsen d« xx unendlich klein 
sind. Die Invariante J (x, x' . . . xW) möge hierdurch in einen 
Ausdruck K (x, dix . . . d^'x) übergehen. Allerdings mufs zu- 
nächst bewiesen werden, dafs dieser Ausdruck nicht identisch 
verschwindet. Das würde uns aber hier zu weit führen; für 
r = 1 ist dieser Nachweis in aller Strenge von Lie geliefert 
(Transformations-Gruppen III S. 500). 

Aus den Gleichungen 6xp =»« ^i^öt (für p «= 1 . . .) folgt 





ödxQ = 2 J^'^ dxa dt. 


Setzt man etwa: 




dix^o = 


• Ye, dgx^, = y^,', dsxp = 


so wird hiernach: 






6yo — 2 1^'^ yo dt. 



Demnach stellen sich die unendlich kleinen Änderungen der 
Differentiale yi . . . yn in ihnen selbst durch homogene lineare 
Funktionen dar, deren Koefficienten Funktionen der Variabein 
Xi . . . Xn sind. Da dasselbe von den Gröfsen yp', jq ... gilt, 
so geht die Gleichung (2) über in 

eine Gleichung, welche sich dadurch vor der Gleichung (2) aus- 
zeichnet, dafs die Gröfsen y^), y^j' . . . darin nur linear vor- 
kommen. 
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Gewinnt hierdurch schon der Ausdruck für die Invariante 
besondere Einfachheit, so kommt noch hinzu, dafs auch die äufsere 
Form bei Einführung von neuen Variabein im wesentlichen un- 
geändert bleibt. Wenn man nämlich die Variabein xp durch be- 
liebige von einander unabhängige Funktionen q>p (xi . . . Xn) ersetzt, 
so gehen die Differentiale yp (und ebenso yp . . .) in homogene 

lineare Funktionen 2 —^ va dieser Differentiale über. 

Ein besonders wichtiger Vorteil, den die Benutzung von 
unendUch nahen Wertsystemen gewährt, besteht aber darin, dafs 
die Gesamtheit der Transformationen, welche einen Differential- 
ausdruck unverändert lassen, jedesmal eine Gruppe bildet Diese 
Eigenschaft folgt unmittelbar aus einem allgemeinen Satze, den 
Lie für Differential-Gleichungen bewiesen hat Da sie aber für 
die folgenden Untersuchungen sehr wichtig ist, dürfte es passend 
sein, sie für den einfachsten Fall, dafs die Invariante nur die 
Gröfsen xi . . . Xn und die Differentiale yi = dxi . . . yn = dxn 
enthält, zu verifizieren. 

Sind dx() — ^q dt ud öyig = yg dt zwei infinitesimale Trans- 
formationen, welche der Invariante J (xi . . . Xn; yi . . . yn) ge- 
nügen, so mufs sein: 

(5) sg^ I, + 1; ^dg, = 0. :s^ ,, + 2;,^d,, = 0. 

Indem ich die beiden Gleichungen nach xx diflferentiiere, die 
erste auf diese Weise erhaltene Beziehung mit rix, die zweite mit 
gx multipliziere, beide nach x summiere und von einander sub- 
trahiere, folgt die Relation: 



x,p 



Ä(^fe-"S)+»Ä(^^*-'"«' 



Ebenso differentiiere ich die Gleichungen (5) nach yx und 
finde in ähnlicher Weise: 



2 

x,9 



^AJ,,Ar,.-r„Aä,\A.^(^P^A.,-^M 



Sxdtjp — tjxdix ) + s— ÄC'^V^ — J^r <^S« ]} •" ^^ 



dxxdxQ\ "^ I 9 j \ dy^ydxx dx 
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Durch Subtraktion dieser Gleichung von der vorangehenden 
folgt, wenn ich 



s-f(^'S-"&) 



setze, die neue Beziehung: 

Diese Gleichung zeigt, dafs, wenn zwei infinitesimale Trans- 
formationen den Differential- Ausdruck J (x, y) ungeändert lassen, 
die durch ihre Kombination erhaltene Transformation dieselbe 
Eigenschaft hat, dafs also alle der Forderung genügenden Trans- 
formationen eine Gruppe bilden. 

Allerdings darf man keineswegs schliefsen, dafe der Invariante 
notwendig eine endliche Transformations-Gruppe genügt. Über 
die Zahl der von einander unabhängigen infinitesimalen Trans- 
formationen haben wir nichts bewiesen; diese kann auch unendlich 
grofs sein. 

Auch mufs man sich davor hüten, die Wichtigkeit des letzten 
Satzes zu überschätzen. Legen wir nämlich einen beliebigen 
Differential-Ausdruck zu Grunde, so wird man vielfach keine in- 
finitesimale Transformation und darum auch keine Gruppe finden, 
die ihm genügt. Wenn man zu einer Gruppe gelangt, so ist es 
eine seltene Ausnahme, dafs der gewählte Ausdruck ihre einzige 
Invariante ist. Im allgemeinen wird die Gruppe mehrere In- 
varianten besitzen, und dann kann der gegebene Differential- 
Ausdruck zwar als Funktion der Invarianten dargestellt werden, 
steht aber zu der Gruppe selbst nur in loser Beziehung. 

§4. 

Die Invariante in einem besonderen Falle. 

1. Wir suchen die verschiedenen Formen, welche eine zwischen 
zwei unendlich nahen Wertsystemen bestehende Invariante einer 
transitiven Gruppe unter der Bedingung annehmen kann, dafs es 
zwischen je zwei Wertsystemen nur eine einzige Invariante giebt; 
dabei wollen wir es als zulässig betrachten, dafs zur Gruppe wei- 
tere Invarianten gehören, die von der hier zu ermittelnden un- 
abhängig sind; nur verlangen wir in diesem Falle, dafs für die 
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weiteren die Zahl der mit einander verbundenen Wertsysteme 
gröfser ist als zwei. Bei der Lösung dieser Aufgabe beschränken 
wir uns auf drei Variabele xi , X2, X3, wobei die Differentiale 
dxi, dxf, dx3 mit yi, y2, ys bezeichnet werden sollen.**) 

Da die Gruppe transitiv sein soll, so giebt es keine Funktion 
der Gröfsen Xi, x», X3, welche bei allen Transformationen der 
Gruppe ungeändert bleibt. Dagegen verlangen wir, dafs es eine 
einzige Funktion der sechs Gröfsen xi, x», X3, yi, y», y3 giebt, 
welche allen Transformationen der Gruppe genügt. Hiernach hat 
die Gruppe mindestens fünf Parameter; denn 1. mufs es min- 
destens drei von einander unabhängige infinitesimale Transforma- 
tionen geben, welche ein beliebig gewähltes Wertsystem in alle 
benachbarten überführen; 2. wenn man Xi, X2, X5 ungeändert 
läfst, so müssen die Gröfsen yi, y», ys noch einer zweifach un- 
endlichen Schar von Veränderungen unterworfen werden können. 
Umgekehrt kann man stets fünf von einander unabhängige un- 
endlich kleine Transformationen so auswählen, dafs sich aus ihnen 
die Invariante J (xj, xj, X3, yi, y», y») bestimmen läfst. Es 
seien nämlich für (> = 1, 2, 3; t = 1, 2 . . . r, wo r die Glieder- 
zahl der Gruppe angiebt, r von einander unabhängige Trans- 
formationen 

Xi f = 2; g*^ ^— 

gegeben. Dann mufs die Invariante den r Differential-Gleichungen 
genügen : 

Giebt man der Marke c fünf verschiedene Werte aus der 
Reihe 1 . . . r, läfst jedesmal einen der sechs Koefficienten 
^M . . . dgt 3 weg und bildet vermittelst der übrigen die fiinf- 
reihigen Determinanten, so dürfen diese nicht sämtlich bei jeder 
Wahl der fünf Marken i identisch verschwinden. Dementsprechend 
stellen wir die Matrix auf: 

§11 §12 §18 d^ii d§i2 dgi3 ;, 

§21 §22 »2 8 ^»2 1 ^§2 2 ^§2 8 



(2) 



§5 1 §5 2 §5 2 ^§5 1 ^§5 2 ^§5 3 
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und nehmen an, dafs die fünf Determinanten, welche man hieraus 
durch Weglassung einer Vertikalreihe erhält, nicht sämtlich ver- 
schwinden. Diese sind, je mit abwechselndem Zeichen, den Ab- 
leitungen der Invariante nach den sechs Gröfsen xi , X2, X3, 
y\> y2> ys proportional. Demnach mufs sein: 



K. ) ä * ^ * 2t 1 • "*^2 • •** 



^72 * ^72 ^y 



8> 



8 



WO Ai aus (2) durch Weglassung der vierten, — Ag durch Weg- 
lassung der fünften und A» durch Weglassung der sechsten Ko- 
lonne erhalten wird. 

Die Gleichungen (3) können, wie die Elemente der Integral- 
rechnung lehren, bekanntlich nicht für beliebige Funktionen Ai, 
A2, A3 bestehen, sondern müssen gewissen Bedingungen unter- 
liegen. Um diese anzugeben, nehme man a^ ß, y als gerade 
Permutation der Marken 1, 2, 3 an und bilde die Funktionen Bi, 
B2, B3 vermittelst der Festsetzung: 

(4) B.='J^-'^; 

dann mufs die Gleichung: 

(5) A,B, +AA +AgB, =0 

identisch befriedigt werden. Zugleich führt die Definition (4) 
auf die Gleichung: 



Da ist 






^^'(> = ^yi+Ä^y2+> y 



dx/i • dx2-'2 . ^x 



J33 



3 



so geht aus der Bildung sofort hervor, dafs die Ausdrücke Ai, 
Ag, A3 vom zweiten Grade in yi, 72, ys sind; demnach sind 
Bi, B2, Bs lineare Funktionen der Differentiale. 

2. Um die Beziehung, in der die drei in yi, y«, ys quadra- 
tischen Formen Ai, A», A3 zu einander stehen, noch deutlicher 
zu erkennen, wählen wir die obigen fünf Transformationen so, 
dafs ein gewisses Wertsystem (x') durch die sämtlichen Trans- 
formationen «1X1 + «2-^2"+" ^3^3 ^^ ^1^^ benachbarten über- 
geführt wird, während es bei den Transformationen «4X^ + ^5X5 
unverändert gelassen wird. Setzen wir also in die Funktionen 
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§iQ (für £ = 1 ... 5, () = 1, 2, 3) die Werte x/, x^\ Xj' ein, 
so wird 

Setzen wir noch 

so wird 

(7) Aa = J. (M^ Ny -- My N^), 

WO J= Ig«;^! für 4, X = 1, 2, 3 ist, und wo die Ausdrücke 
Ma, Na lineare Formen von y^, yg, y^ sind. Da das Verhältnis 
der Ausdrücke A^, Ag, Ag sich nicht ändert, wenn man andere 
fünf geeignete Transformationen zu Grunde legt, so darf man in 
den Gleichungen (7) die Gröfsen Xj, Xg, Xg auch als veränderlich 
voraussetzen, wofern man nur die Verhältnisse berücksichtigt. 

3. Für die drei in y^, yj, yg linearen Formen B^, Bg, Bg 
haben wir vier verschiedene Fälle zu unterscheiden: entweder 
verschwinden sie identisch, oder sie unterscheiden sich nur durch 
einen von y^, yg, yg unabhängigen Faktor, oder sie lassen sich 
durch zwei von einander unabhängige lineare Formen darstellen; 
oder sie sind ganz unabhängig von einander. Mit anderen Worten : 
zwischen diesen drei Formen bestehen entweder keine oder eine 
oder zwei oder drei von einander unabhängige Beziehungen, deren 
Koefficienten blofse Funktionen von x^, Xg, Xg sind. Giebt es 
keine derartige Beziehung, so sind die Formen unabhängig von 
einander; dagegen kommt die Existenz von drei wesentlich ver- 
schiedenen Beziehungen darauf hinaus, dafs die Formen identisch 
verschwinden. 

Die Frage, ob diese Eigenschaft der Formen B^, Bg, Bg für 
die Invariante und damit für die Gruppe charakteristisch ist, braucht 
uns nicht zu beschäftigen; es genügt, dafs die Einteilung zu allen 
Formen für die Invariante führt. 

4. Wir nehmen an erster Stelle an, dafs die drei Formen 
Bj, Bg, Bg identisch verschwinden. Dann sind die Ausdrücke 
Aj, Ag, Ag die Ableitungen einer homogenen Funktion dritten 
Grades. Die Invariante ist also in den Differentialen y^, yg, yg 
homogen vom dritten Grade. 

Da aber die Ableitungen A^, Ag, Ag von J die in (7) an- 
gegebene Form haben, wo M^ . . . N, lineare Funktionen von 
Yi? 72? Ys ^^^^y so giebt es für jedes beliebige Wertsystem (x) 
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mindestens drei Verhältnisse der Differentiale, für welche die 
Ableitungen sämtlich verschwinden. Denn so oft man die Diffe- 
rentiale und einen von x^, x^, Xg abhängigen Faktor derartig 
bestimmen kann, dafs die Gleichungen bestehen: 

Ml = cöNi, Mg = <»N2, Mg = C0N3, 

erhalten die drei Gröfsen A^, A^, Ag den Wert null. Die Ab- 
leitungen einer Form dritten Grades können aber diese Eigenschaft 
nur haben, wenn die Form selbst in das Produkt dreier linearer 
Faktoren übergeht. Im angenommenen Falle hat also die In- 
variante die Form: 

(8) J = L,L,L3, 
wo Lj, Lg, L3 lineare Funktionen von y^, y,, y3 sind, deren 
Koefficienten von den Variabein Xj, Xg, Xg abhangen. 

5. An zweiter Stelle setzen wir voraus, dafs die Formen B^, 
Bg, Bg nicht identisch verschwinden, dafs sie sich aber nur durch 
einen Faktor unterscheiden, der von den Differentialen unabhängig 
ist. Demnach soll sein: 

(9) Bi=-a,C,B3=a3C, Bg-agC, 

wo C eine (von null verschiedene) lineare Form von y^, y^, yg 
ist und die Koefficienten a^, ag, ag nur von den Variabein x^, 
Xg, Xg abhangen. Die Gleichung (5) geht über in: 

aiAi + ajAg -f asAs = 0, 

und daraus folgt unmittelbar: 

Setzt man die Werte (9) in die Gleichung (4) ein, elimi- 
niert aus je zweien die Form C und berücksichtigt die letzte 
Gleichung, so folgt: 

öAq ÖAq öAp 

"' ^ ^ '* W, "^ "' ^ ~ 

Man kann zwei von einander unabhängige lineare Formen 
M und N von y^, yg, yg bestimmen, welche den Bedingungen 
genügen : 

öM m m _ dN aN dN 

^iä5^+^2^y3+^3^y^--«, aiay^+ag^y^+ag^ = ü. 

Da diese denselben Differential-Gleichungen genügen, wie die 

Killing, Grundlagren der Geometrie. II. 18 
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Funktionen Aq, so müssen sich diese letzteren vermittelst der 
beiden linearen Funktionen darstellen lassen; es mufs also sein: 

Ap = bpM« + 2c()MN + epN». 
Nun ist wegen der Gleichungen (9) und (6) auch 

demnach kann man die Form M durch die Form C ersetzen. 
Alsdann zerlegt sich die Gleichung (4) für jede gerade Permu- 
tation a, ßy y der Marken 1, 2, 3 in die beiden Gleichungen: 

d (b^ C + c^ N) _ d (byC + CyN) _ 
^ ^ afj(c^ Cj+- e^ N) ^ a (cyC + ey N) 

^yy ^y/^ 

Die letzte Gleichung zeigt, dafs CiC + e^N, c,C + e^N, 
CgC + egN die Ableitungen einer quadratischen Form nach y^, 
Yj, yg sind. Da sich diese wieder durch C und N darstellen 
läfst, zudem C noch mit einem von y^, y,, yg unabhängigen 
Faktor multipliziert und N durch mN + nC ersetzt werden kann, 
so darf man diese Form gleich \ (C* + N*) setzen. Daraus 
folgt : 

dc a^c ac 



^1 Ä,r > ^2 Ätt » ^8 



(11) ^y^' ^y^' ^y« 



_m_ _m_ _m_ 

^'-öy,> '^-dy,' "«-dyg- 

DaaiCi + a2C2 + a8C3=0undaiei+age2+ageg=0ist,so 
folgt aus der für Ap angegebenen Form, dafs auch a^b^ + ^ig^g 
+ agbg =» sein mufs. Daraus ergiebt sich 

(12) hp = pcp + qe(), aa = 2s (c^ey — CyQß). 

Setzt man diese Werte in die ersten Gleichungen (10) ein, 
so folgt: 

(12*) q + s-1. 
Zugleich geht der obige Ausdruck für Ap über in: 

(13) Ap = (pcp + qQg) C2 + 2c^RN + e^N». 

Nun zeigen die Gleichungen (7), dafs es lineare Formen 
Mp, N^ für p — 1, 2, 3 giebt, für welche die Gleichungen er- 
füllt sind: 
MjAj + M,A, + MgAg = 0; N,A, + N^A^ + NgAg = 0. 
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Indem wir etwa in die erste Gleichung die Werte aus (13) 
einsetzen und beachten, dafs die Formen C und N von einander 
unabhängig sind, erkennen wir, dafs für C = auch jedesmal 
e^Mj + CjMj + CgMg = sein mufs, und dafs ebenfalls mit 
N auch p (CiMj + CjjMg + C3N3) + q (e^Mi + e^M, + egN«) 
verschwinden mufs. Wir dürfen daher setzen: 

e^Mj + egMg + CjMj = kC, 
P (CiM, + c,M, + C3M3) + q (eiM, + e,M, + e3M3) = IN. 

Hiernach geht die aus M^A^ + M^A, + MgAg -« ge- 
wonnene Gleichung über in 

plC -f 21N — 2qkC + kpN = 0, 

welche verlangt, dafs pl — 2qk = 0, 21 + kp = oder dafs 

p2 _|_ 4q =« 

ist. Es geht somit der Ausdruck für A^ über in: 

4A(, — 4cp (2CN + pC«) + ep (4N8 — p^C»). 

Die drei quadratischen Formen Ap haben also den Faktor 
pC + 2N gemeinschaftlich. Beachten wir die Gleichungen (11) 
und berücksichtigen noch, dafs die Ableitungen von J nach y^, 
72» y 8 ^^^ Funktionen A^, A^, A3 proportional sind, so zeigt 
sich, dafs J eine blofse Funktion von C und N ist, welche durch 
Integration einer homogenen linearen Differential-Gleichung mit 
linearen Koefficienten gefunden wird. Die Theorie einer solchen 
Differential-Gleichung darf hier wohl als bekannt vorausgesetzt 
werden. Indem wir das thun, gelangen wir zu dem Resultate: 

»Wenn zwischen den drei Formen B^, Bj, Bg zwei lineare 
Bedingungen bestehen, so hat die Invariante entweder die Form 



oder die Form 


^1 ^2 




T pA 2 
^1 



wo Lj und Lg homogen linear in den Differentialen y^, y^, 
yg sind.« 

6. An dritter Stelle kann zwischen den drei Formen Bj, 
Bg, B3 eine, und zwar eine einzige Bedingung: 

(14) a,B, + a,Bg + a3B3 = 

18* 
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bestehen. Diese führt in Verbindung mit der Gleichung (5) zu 
den Relationen: 

Bi B2 ^8 

Wenn hierin nicht jeder Zähler durch seinen Nenner teilbar 
ist, so ist R ein Bruch , dessen Zähler vom zweiten und dessen 
Nenner vom ersten Grade in y^, yj, yg ist. Von diesem Nenner 
sind Bj, Bg, Bg nur durch Faktoren verschieden, welche von y^, 
y»» Ys unabhängig sind. Dieser Fall ist aber soeben erledigt; 
er erfordert, dafs zwischen B^, B^, Bg noch eine zweite lineare 
Beziehung besteht. Demnach müssen wir hier voraussetzen, dafs 
jeder Zähler durch seinen Nenner teilbar ist, und dafs infolge 
dessen R eine Funktion ersten Grades in y^, y,, yg ist. 

An erster Stelle dürfen wir annehmen, dafs R identisch ver- 
schwindet. Dann verhält sich 

^T ^T ^T 
3r^ ' > ' F^ = a, : a, : a«, oder es ist: 

^yi ^y2 ^yir ' ' ' 

J «. m (a^y^ + a^y, + agy«). 
Dieser Fall ist in der vorhin erhaltenen Form für specielle Fälle 
der Exponenten eingeschlossen. 

Wenn aber die Form R eine eigentliche Form ersten Grades 
ist, so difierentiiere man die Gleichung: 

(15) ZßAy — ZyAß = Ba R 

nach Ja und addiere die drei auf diese Weise erhaltenen Glei- 
chungen. Dadurch gelangt man mit Rücksicht auf die Gleichungen 
(4), (5), (6) zu der Relation: 

B,^+B,|?i+Bg^-0. 

idyi ^ ^^y^ '^y8 

Weil aber R vom ersten Grade in y^, y,, yg ist, so stellt 
diese Gleichung eine lineare Beziehung zwischen B^, B^, Bg dar. 
Bei der hier gemachten Annahme mufs diese auf die Gleichung 
(14) hinauskommen, oder es ist: 

(16) R — j (a^yi + a^y^ + agyg). 

Beiläufig zeigt diese Gleichung in Verbindung mit (15), dafs 
die Ableitungen der Invariante nach den Differentialen bis auf 
einen von y^, y^, yg unabhängigen Ausdruck bezw. gleich sind 
R'P„ R>P„ RIP3. 
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Der partiellen Differential-Gleichung: 

'*yi *^y2 ^Ys 

genügt, wie wir gesehen haben, die Form R. Um ihre weiteren 
.Lösungen zu finden, gehen wir in bekannter Weise von dem 
System gewöhnlicher Differential-Gleichungen aus: 

4yi = i^= !&. 

Bl ^2 ^3 

Diese Gleichungen ersetzen wir durch die folgenden: 

Sei d yi ^gi_dy£ Shi d yi 

^^ÖTbV ~ 'SgiBi ^ Uhi Bl ' 

Kann man die Koefficienten so wählen, dafs ist: 

-S ei y* =» c»! S ei B*, 2 gi yi = o^ U g* Bi, 
2!hi Yi -^^ co^ U hl Bi, 

so sind die Lösungen: 

(eiyi + e^yg + esys J""' — C^ (^g^y^ -f g^y, + gsysj^ 

= ^2 ^hiyi + h^y^+hgygj^» 
In unserem Falle möge sein: 

Ba = Shagyp, 

e 
Dann ist die aus den Koefficienten ha^ gebildete Determi- 
nante gleich null, während die Unterdeterminanten nicht sämtlich 
verschwinden; zudem ist infolge der Gleichung (6) 

Von den Wurzeln der Gleichung 
bii — <ö bi2 big 



^21 t>22 — «^ ^23 

1^31 1^82 ^33—^ 







ist also eine gleich null, und die beiden anderen sind entgegen- 
gesetzt gleich. Wenn diese also nicht ebenfalls verschwinden, 
so hat man, weil die verschwindende Wurzel zu der Lösung 
4^ = R fuhrt, nur das zu den beiden anderen Wurzeln gehörende 
Verhältnis zu berücksichtigen. Da diese Wurzeln entgegengesetzt 
gleich sind, fuhren sie auf die Lösung: 

S = (ejyi + e^y^ + e^Ys) iSiYi + 8272 + gaYs)- 
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Wenn aber die drei Wurzeln verschwinden, so kann man 
zu der Form R zwei lineare Lj und Lg so hinzufügen, dafs zu 
der Gleichung dR = hinzukommt: 

_dLi___ dLg 
nLg + nR pR' 
Somit ist die zweite Lösung in diesem Falle: 

* = pRLi — i mLg * — nRLj. 
Jedenfalls genügt der obigen partiellen DiflFerential-Gleichung 
neben der linearen Form R noch eine quadratische Form S. Aus 
den drei Gleichungen: 

aiQi + a,Q, + a3Q3-0 

yi«\ /^ ^s , ^^ dS , ^^ ds ,. 

(17) ^^^ + Q*äj^ + ^^==^ 

PiQi + P*Q2 + PsQs = 



ergiebt sich: 



(18) P« = a« V + W ^^ 



Sya' 
Nun liefern die beiden ersten Gleichungen (17) die Relation: 

Da man aber die Funktion S mit einem beliebigen von y^, 
jg, yg unabhängigen Faktor multiplizieren kann, ohne dafs sie 
aufhört, der zweiten Gleichung (17) zu genügen, so kann man 
diesen so wählen, dafs ist: 

(19) Q«»a^ — _ay^. 

Eliminiert man aus zwei Gleichungen (18) die Funktion V 
und berücksichtigt die Gleichungen (15) und (19), so folgt 
W = R. Indem man die so erhaltenen Werte (18) in (4) ein- 
setzt, ergeben sich im Hinblick auf die Gleichungen (16) und 
(19) die drei Beziehungen: 

Nun ist nach (18) V eine quadratische Form von y^, y^, yg,* 

1+1 
also auch V — S. Die Ableitungen dieser letzten Funktion 

verhalten sich aber wie die Koefficienten von R, also ist: 

V — ^^- S + hR2. 



Anwendung der Transformations-Gruppen. 279 

Die quadratische Form S behält aber die durch die zweite 
Gleichung (17) und die Gleichung (19) geforderte Eigenschaft 
bei, wenn man das mit einem beliebigen Faktor multiplizierte 
Quadrat von R hinzufügt. Demgemäfs darf man S so bestimmt 
denken, dafs 

v==L+is 

wird. Alsdann wird 

A„-a«4:is + R^ = (l + l)S^+R^ 
1 ^y« ^ "^ • öy« öy« 

oder 

P«Rl = JL (Ri+iS); 
^y« "^ ^' 

es ist also 

J = Ri+iS, 

wo R eine Form vom ersten, S vom zweiten Grade in y^, y^, 
yg ist. 

Nun haben wir stillschweigend angenommen, dafs 1 + 1 von 
null verschieden ist. Wird aber 1 = — 1, so sehen wir, dafs 
wir V= setzen dürfen; es ist daher gestattet, im Schlufsresultat 
1 + 1 = zu setzen oder die Invariante wird eine quadratische 
Form der DitFerentiale. 

Den Fall, dafs R ein Faktor von S ist, brauchen wir nicht 
zu berücksichtigen, da er bereits vorher erledigt ist. Demnach 
bleiben nur die Fälle zu unterscheiden, dafs die beiden Gleichungen 
R = und S = entweder durch zwei getrennte (reelle oder 
imaginäre) Wertsysteme y^, yg, yg oder durch ein einziges der- 
artiges Wertsystem befriedigt werden. Im ersten Falle können 
wir setzen: S = GH + kR*, wo G und H (reelle oder komplexe) 
lineare Formen sind. Ist jetzt noch G = 2?gxyx, H = -Thxy«, 
so wird für J — RA Sim 

(20) A« — k (;i + 2^) a« R« + Jla« GH +^ga RH -f- ^^ha GR. 

Nun existieren nach (7) drei von den Formen B^, Bg, Bg 
verschiedene lineare Formen M^, Mg, Mg, für welche 2^MxAx«=0 
ist. Indem wir für die A« die Werte (20) einsetzen, folgt: 

[k (A + 2^^) R» + ;iGH| i;a;.Mx +i"HR 2;gx Mx 

+ /iGH^hxMx —0. 
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Diese Gleichung lehrt, dafs für R=»»0 jedesmal 21^»Mx =* 
oder dafs -Sa« M« = pR ist. Die Einsetzung dieses Wertes in 
die vorstehende Gleichung führt auf die Beziehung: 

k(X + 2fi) pR» + 2pGH + (iH -SgxMx + fiG -Sh^tMx = 0. 
Für p = müfste -S'gxMx =öG, ^hxMx = öH sein; wir 
würden also bis auf einen gewissen Faktor für M^, M^, Mg auf 
dieselben Werte gelangen, die sich für B^, B^, Bg aus den Formen 
(20) für Aj, Ag, Ag ergeben. Dieser Fall ist auszuschließen. 
Ist aber p von null verschieden, so mufs entweder für G = H = 
auch R s=» sein, oder es mufs k (>l -f- 2fi) = sein. Im ersten 
Falle erkennen wir unmittelbar, dafs die quadratische Form S in 
das Produkt zweier Formen ersten Grades zerfällt, im zweiten 
Falle folgt dasselbe aus der Gestalt, welche die rechte Seite der 
Gleichung (20) annimmt. Die Invariante ist also J = R^ Ga* H". 

Wenn aber den Gleichungen R = und S = ein einziges 
Wertsystem genügt, also S =• RG + H^ gesetzt werden kann; 
und wenn dann die Differentiale y^, y^y yginG wieder die 
Koefficienten gi, g^, gg, in H die Koefficienten h^, hg, hg haben, 
so wird 

Aa — a« (;i + fi) RG + ;iaa H« + 2^vha RH + (igRK 

Jetzt geht die Gleichung ^AxMx = über in 

[(X+fi) HR + XW] Uzx Mx + 2|mRH ^h;^ M;. + fiK^ Sgx Mx — 0. 

Hieraus ergiebt sich wieder 

U2ix Mx = pR, 
und demnach: 

p (;i + ^) RG + ;ipH2 + 2(iH 2;hx Mx + fiK 2:gx Mx = 0. 

Da der Wert p = aus demselben Grunde wie vorher aus- 
geschlossen ist, mufs 

;ipH + 2fiv JS;hxMx=qR 

(X-(i)pG + fii;gxMx qH, 

sein, woraus sich in Verbindung mit (21) nach beliebiger Wahl 
von p und q die Werte von M^, Mg, Mg eindeutig ergeben. 
Wir erhalten demnach für die Invariante auch noch die Form: 

J = (GR + H2)/uRA. 

7. Es erübrigt jetzt noch, den Fall zu betrachten, dafs die 
Formen Bi , B2 , B3 von einander unabhängig sind. Da die 
Gleichung (5) identisch befriedigt wird, so mufs für dasjenige 



Anwendung der Transformations- Gruppen. 281 

Verhältnis der Differentiale yi, y«, ys, für welches B^ und By 
verschwinden, auch jedesmal A« gleich null werden. Demnach ist: 

Aj = L2B3 — Ls Bi, A2 = l-sBi — Lj ßs, A3 = L1B2 — J-«2 Bi , 

wo Li, L2, L3, Li', L2', L3' lineare Formen von yi, y2, ys sind. 
Hiernach geht die Gleichung (5) über in 

(Li -Li) B2B3 +(L2 -L2') B3B1 + (L3 -L3') B1B2 -0, 

aus welcher Gleichung hervorgeht, dafs mit B« auch jedesmal 
La — La verschwindet, oder dafs ist: 

La — La' = qaBa, 

WO qi, q2, qs blofse Funktionen von Xi, X2, X3 sind. Die Ein- 
setzung dieser Werte in die vorangehende Gleichung liefert noch 
die Beziehung: 

qi + q2 + qs = o. 

Zugleich wird: 

Ai = L2B3 — L3B2 + q2B2B8, 
A2 == L3B1 — L1B3 -f" qsBsBi, 
As = L1B2 — L2B1 -|- qiBiB2. 

Jetzt bestimme man drei Faktoren ri, r2, rs durch die For- 
derung: 

r2 — rs = q2, r^ — ri = qi, ri — r2 = qi, 

was infolge der zwischen qi, q2, q3 bestehenden Gleichung mög- 
lich ist, und setze: 

La = Ma — ra Ba. 

Dadurch erhält man folgende Darstellung der Formen Aa: 

(22) Aa = M^ By — My B^. 

Da die Formen Bi, B^, B3 von einander unabhängig sind, 
können wir auch die Formen Mi, M2, Ms durch B,, B2, B» dar- 
stellen; wir setzen: 

Ma = 2 aa()B(). 

Indem wir diese Werte in die Gleichungen (22) einsetzen 
und dann nach der Vorschrift (4) die Formen Bi, B^, B« bilden, 
ergeben sich zwischen ihnen lineare Beziehungen. Nun sollen 
diese Formen Ba von einander unabhängig sein; also müssen die 
einzelnen Ausdrücke auf beiden Seiten der erhaltenen Gleichungen 
dieselben Koefficienten haben. 
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Demnach ergeben sich die Relationen: 

Die erste Gleichung kann man auch in der Form schreiben: 
i =» -^ ap<j ^ 2i aap ^ apa ^ — j. 

Demnach hat die letzte Summe für a =«• 1, 2, 3 denselben 
Wert, und da die Addition der drei so erhaltenen Summen den 
Wert null liefert, so mufs jede für sich verschwinden. Es ist also : 

(24) 2 Zag ^-^- = 2 Sipa . ^ . 

^ ^ p ^y« ^y^ 

Setzt man noch Ba =» -Sbapyp, so gehen die letzten Glei- 

chungen über in: 

^2s^9i — ä32b23 = asibis — ^isbai ■= ai2b2i — ä2ibi2 = ?• 
In zwei Gleichungen (23) kommt die Differenz zßß — ayy 
vor; indem man' diese eliminiert, gelangt man zu den Gleichungen: 

pbaa + ay^b^abay — ^Lßyhyabaß = q, 

WO die Gröfsen p und q von der Wahl der Marken a, ß, y un- 
abhängig sind. Die letzten sechs Gleichungen gestatten, falls die 
Differenz bggbgjbjg — 1^32^21^13 ^^^ ^"'^ verschieden ist, die 
Koefficienten a^jy durch p und q darzustellen. Indem man die 
(nicht verschwindende) Determinante der hix mit ß und den 
Koefficienten von hix in dieser Determinante mit ßix bezeichnet 
und die mit gewissen Koefficienten multiplizierten Ausdrücke p 
und q durch k und fi ersetzt, gelangt man zu folgender Dar- 
stellung der Koefficienten rix: 

Zu = Xhu + ^ b/£ + V, a/x = Xhix + ^ ßxi (x ^ /), 

und es wird: 

(25) Ma = ;i (ba X Bi + b« 2B2 + b« 3B3) + fiya + vBa, 

wo Zy fi, V blofse Funktionen von x^, Xg, Xg sind. 

Diese Darstellung der Formen M^, Mg, M3 führt uns auf 
das Problem, eine Form N — c^yi + Cgyg + Cgyg zu suchen. 



Anwendung der Transformations-Gruppen. 283 

welche nur mit einem gewissen Faktor <d multipliziert wird, wenn 
man die y^, yg, yg durch B^, Bg, Bg ersetzt; dann weist die 
vorstehende Darstellung darauf hin, dafs die Form N auch nur 
mit einem Faktor co' multipliziert wird, wenn man y^, y^, yg 
durch M^, M^, Mg ersetzt. 

Wir wollen diesen Gedanken durchführen. Die Gleichung 

bii — o> bi2 bi8 



(26) 



^21 ^22 — <ö bgg 

^81 ^92 ^33 — ^ 







hat drei von null verschiedene Wurzeln a>^, co^, cog, deren Summe 
wegen der Gleichung 

I^ii + ^22 + bgg =0 
verschwindet. Wir behandeln zunächst den Fall, dafs die Wurzeln 
ungleich sind. Für jede Wurzel cox haben die drei Unterdeter- 
minanten, welche man durch Auslassung der in einer Horizontal- 
reihe stehenden Elemente erhält, dasselbe Verhältnis. Bestimmt 
man daher die Gröfsen Cxj, Cxj, Cxg durch die Forderung 

C;fi : Cx2 : Cx3 = a>x * + biiCöx+ ßn : ßn 
+ (öxbgi : ßi3 + coxbsi, 



und setzt 



so ist 



(27) Nx = cxiyi + c«2y2 + cxsys, 



CxiBi + CX2B2 + CxsBs = coxNx. 
Um die Beziehung der Formen Ni, N2, Nj zu den Formen 
Ma zu erkennen, führe man für den Augenblick die Bezeich- 
nung ein: 

Ma' = baiBi + ba2Bs -|- basBg 

und bestimme eine lineare Form N' = Ci'Bi + C2'B2 -}- CsBg' 
durch die Forderung, dafs co'N' = Ci 'Mi ' + ^2 'Mo ' -J- Cj 'Ms ' sein 
soll. Die Gröfse co' ist wieder eine Wurzel der Gleichung (26), 
und zu jeder gehört wieder ein Verhältnis der Gröfsen c/, C2', 
C3', welches in der angegebenen Weise bestimmt wird. Setzen 
wir also 

Nx' = CxiBi + CX2B2 -f CxsBg, 
so folgt: 

Nx' = cöxNx und CxiMi' -f CX2M2' + CxsMs' = a>v»Nx 
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Demnach ist: 
CxiMi + CxgMg + CxsMs = (Äcox* + i^ + PCO») N«. 

Nun ist es angebracht, die drei Formen Ni, N2, Ng der 
Darstellung zu Grunde zu legen. Vor allem kommt es darauf 
an, die Ausdrücke Ai, A2, As durch die N« darzustellen. Das 
gelingt recht einfach in folgender Weise. 

Indem man die zuletzt gefundenen Relationen benutzt, bilde 
man den Ausdruck: 

Dann ergiebt sich unter Anwendung der Gleichungen (22) 

(jDß — Cöy) (XmßCDy — fl) N/? Ny = (c^gCys — Cy^Cßi) A, 
+ (C/^sCyi — CysC^i) Ag + (c^iCyg — CyiCßi) A3. 

Die Auflösung dieser Gleichungen liefert unter Benutzung 
einer leicht verständlichen Abkürzung: 

Aa = CiaTiNgNs + CgaTgNsNi + CsaTsNiNg. 

Die Gröfsen Ai, Ag, A3 werden also die Ableitungen nach 

yi> y«? ys, wenn man sie mit Ni ^ Ng * N3 * multi- 
pliziert. Demnach hat die Invariante die Form: 

WO Ni, Ng, Ns lineare Formen von yi, yg, y^ sind. 

Wenn die Gleichung (26) zwei gleiche Wurzeln hat und für 
sie alle Unterdeterminanten verschwinden, so erleidet das Resultat 
keine weitere Änderung, als dafs einer der Exponenten ti, Tg, T3 
verschwindet. Dieser Fall ist aber bereits erledigt und kommt 
deshalb hier nicht in Betracht. Da es unmöglich ist, dafs alle 
drei Wurzeln der Gleichung (26) gleich sind, so haben wir nur 
noch den Fall zu untersuchen, dafs für die Doppel wurzel die 
Unterdeterminanten nicht sämtlich verschwinden. Dann bestimmen 
wir die KoefEcienten c so, dafs die Gleichungen bestehen: 
CiiBi + CigBg + CiaBs = Q>iNi 
CsiBi + CggBg -[- C23B3 = «ögNg 
CsiBj + CsgBg + C33B8 = CÖ2N3 + pNg. 
Zugleich wird jetzt: 

CiiM,' + CigMg' + C18M3' = cwi^Ni 
CgiMi' + C22M2' + cggMs' = cög^Ng 

CsiMi' + CggMg' + C33M3' = Cöi»N3 + öNg. 
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Mit diesen Ergebnissen operieren wir in der vorhin ange- 
gebenen Weise und gelangen zu dem Resultate: 

A« = Cj« T1N2 * + c^a (— T2N1N3 + TgNiN^) + Cg« TjNiNg. 
Demnach wird jetzt die Invariante: 

J = N/iN,''«.e''*^-«. 

8. Die vorangehende Entwicklung stützt «ich auf die An- 
nahme, dafs die Differenz bggbgibjg — ^ss^gi'^ig ^^^ null ver- 
schieden ist. Nun ist es zwar nicht schwierig, den ausgeschlossenen 
Satz in ähnlicher Weise zu erledigen. Indessen dürfte eine Me- 
thode den Vorzug verdienen, welche uns nicht zwingt, verschie- 
dene Fälle zu unterscheiden. Wir wollen daher die gewonnenen 
Resultate auf einem zweiten Wege herleiten. Aus den Gleichungen 
(23) und (24) folgt für beliebige Gröfsen c^, Cg, Cg ganz all- 
gemein : 

(28) 2 Cq Sipahaa = -2^ C(> UQü^Laa» 
(},a 

Jetzt bestimme man die Gröfsen Cy, Cg, Cg so, dafs die drei 
Gleichungen bestehen: 

2 Cq bga = coca (a = 1, 2, 3). 

Dadurch sind wir wieder auf die Gleichung (26) geführt, 
und die Gröfsen c ergeben sich unter Beibehaltung der firüheren 
Bezeichnung wieder aus dem Verhältnis: 

Ci : Cg : Cg = cö» -f h^^ca + /^n : cöb^g + ß^^ : oh^^ -f ß^^. 

In dem Falle, dafs die Gleichung (26) drei verschiedene 
Wurzeln hat, gehört zu jeder ein System von Koefficienten c. 
Für jedes derartige System geht die Gleichung (28) über in 

2J cp ^.Qohaa =(D 21co aaa, oder 

Q,a a 

2 Ca ^aa (b«« — co) -^ 2ca ^aßhßa -|- -S" Ca ^yhya "^ 0. 
a a a 

Die Bestimmung der Gröfsen Uca^iy Uca^a, Sca^az 
fuhrt also wieder auf die Gleichung (26), und die letzten Gröfsen 
haben dasselbe Verhältnis wie die Gröfsen c^, Cg, Cg. Dem- 
nach ist: 

S Ca^o i = (o'Ci , ^ Ca aa 2 ^^° ö)'C2, JS Ca^ia n = co Cs . 
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Indem wir diese Gleichungen mit Bi, B^» Bs multiplizieren, 
und die Formen Ni, N«, Ns in der früheren Weise einfuhren, 
folgen die Beziehungen: 

CaiMi + CatMg + CasMs — CO« ' (ceeiBi + CagBg + Ca 9^9) 

— CO« CO« ' Na . 

Wir können daher jetzt auch die Formen A^, A^, Ag auf 
die oben angegebene Weise vermittelst der Formen N^, N,, Ng 
darstellen und gelangen für die Invariante auf die Form: 

* 1 -VT V « -VT * ( 



J-N/iN/»N 



8 



8 



Die Änderungen, welche an dieser Entwicklung angebracht 
werden müssen, wenn die Gleichung (26) eine Doppel wurzel 
besitzt, für welche nicht sämtliche Unterdeterminanten verschwinden, 
sind so unbedeutend, dafs sie nicht erwähnt zu werden brauchen. 
Dagegen ist jetst eine genauere Untersuchung für den Fall nötig, 
dafs für eine Wurzel alle Unterdeterminanten gleich null werden. 
In diesem Falle benutzen wir zur Darstellung der Gröfsen hix 
drei Gröfsen g^, g^, gg, deren Summe nicht verschwindet, und 
setzen fest, dafs 

^28^81^12 ^** Siß-iSs 

ist. Dann mufs sein: 

*^28^82 ''^ 8288' bg^bjg = gsgi, bjjjbjj =§182' 
Die Doppel Wurzel ist gleich 

cö gi+-g«_+_i3^ und 

^\\ = gl + «>> bjj — gg + cö, bgg — gg + CO. 

Sobald die Koefficienten c^, c^, Cg der Bedingung genügen: 

(29) c, (b,,-cö) + C3b,i + Cgbgi=-0, 

werden auch die beiden entsprechenden Gleichungen befriedigt, 
sowie die drei Gleichungen: 

2 Ca [ aaa (baa — «>) + ^oßhßa + ^ayCya] «= 0. 
a 

Genügen die Koefficienten c jetzt noch zwei von den Glei- 
chungen : 

Sca^ai =* co'ci , 2Jca^0 2 = ^'c^ , Sco aa s = co'ca , 
so genügen sie auch der dritten. Nun ist die Gleichung 

JSca^oi ' 2ca^o% ^^. Ci : C% 
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vom zweiten Grade in c^, Cg, c^; man genügt ihr in Verbindung 
mit der Gleichung (29) entweder durch zwei verschiedene Sy- 
steme Cj, Cg, Cg oder durch ein einziges. Dementsprechend 
erhalten wir für die Invariante wieder eine der beiden Formen, 
die wir in Nr. 7 angegeben haben. 

9. Die verschiedenen Ausdrücke, welche wir durch die voran- 
gehende Entwicklung für die Invariante erhalten haben, lassen 
sich auf die wenigen Typen zurückführen: 

• N 

wo Q eine quadratische Form, L, M, N lineare Formen in den 
Differentialen sind, und wo einzelne unter den Exponenten auch 
gleich null sein können. Auch müssen im letzten Ausdruck, wenn 
die Exponenten Z und fi beide von null verschieden sind, die 
Formen L und Q in der Beziehung stehen: 

Q=LM + N«, 
wo M und N noch zu bestimmende lineare Formen sind. 

10. Gehen wir jetzt wieder auf die Matrix (2) zurück. Die 
aus ihr gebildeten Determinanten liefern uns die Verhältnisse der 
Ableitungen der Invariante nach den Variabein x^, Xg, Xg und 
nach den Differentialen y^, yg, yg. Dadurch, dafs soeben die 
verschiedenen Typen angegeben sind, welche die Invariante als 
Funktion der Differentiale annehmen kann, sind die Ableitungen 
nach den Differentialen selbst gegeben. Demnach kennen wir 
den Multiplikator, mit dem wir die einzelnen Determinanten 
multiplizieren müssen, wenn sie den Ableitungen gleich werden 
sollen. Somit sind auch die Ableitungen nach den Variabein x^, 
Xj, Xg bekannt. 

Dieser Weg dürfte besonders geeignet sein, die verschiedenen 
Formen zu bestimmen, welche die Invariante als Funktion von 
Xj, Xg, Xg annehmen kann. Indessen ist diese Kenntnis für unsern 
nächsten Zweck nicht notwendig. Demnach dürfen wir uns mit 
folgender Bemerkung begnügen. 

Sind a und ß zwei (gleiche oder ungleiche) Marken aus der 
Reihe 1, 2, 3 und setzen wir: 
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SO zeigt ein Blick auf die aus der Matrix (2) gebildeten Deter- 
minanten, dafs Ra vom dritten, kß vom zweiten Grade in den 
Differentialen ist. 

Legen wir für J die soeben angegebenen Ausdrücke zu 
Grunde, so erkennen wir, dafs die Exponenten 2, jm, v auch von 
den Variabein x^, Xg, Xg unabhängig, also blofse Konstante sind. 
Einem dieser Exponenten dürfen wir, falls er nicht verschwindet, 
einen beliebigen von null verschiedenen Wert beilegen, ihn also 
etwa gleich eins setzen. 

§ 5. 

Über die Gruppen, welche einer in den Differentialen 
homogenen linearen Gleichung genügen. 

1. Für unsern nächsten Zweck ist es nicht notwendig, alle 
Gruppen aufzustellen, zu denen die vorangehende Untersuchung 
führt; wir wollen aber an einer späteren Stelle im stände sein, 
aus den Gruppen, zu denen eine Invariante von der angegebenen 
Art gehört, diejenigen auszuscheiden, für welche bei der Ruhe 
eines Punktes ein den Punkt enthaltendes Gebilde in sich ver- 
bleibt. Zu dem Ende ist es gut, eine allgemeine Untersuchung 
einzuschalten, deren Wesen wir zunächst charakterisieren wollen. 

Ist die Gleichung R = homogen in den Differentialen, so 
gehört zu jedem Wertsystem xi, X2, X3 der Variabein eine ein- 
fach unendliche Mannigfaltigkeit von Differentialen yi, yg, ys, für 
welche die Gleichung erfüllt ist. Wenn jetzt die Invariante einer 
Gruppe die Form hat RpS, wo q von null verschieden ist, so 
darf jene Mannigfaltigkeit durch die Transformationen der Gruppe 
nicht geändert werden. Alle Transformationen der Gruppe, bei 
denen ein Punkt in Ruhe bleibt, führen die von ihm ausgehenden 
Differentiale, welche der Gleichung genügen, wieder in solche 
Differentiale über; wenn aber ein Punkt (x) in (x') übergeführt 
wird, so verwandelt sich die angegebene Mannigfaltigkeit der von 
(x) ausgehenden Differentiale in die Gesamtheit derjenigen Diffe- 
rentiale, welche der Gleichung R = genügen, nachdem noch 
die Werte Xi, X2, X3 durch Xi', X2', xs' ersetzt sind. Dazu ist 
notwendig und hinreichend, dafs alle infinitesimalen Transforma- 
tionen der Gruppe die Gleichung R = befriedigen. Mit anderen 
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Werten, sind gi, §2? ä die Komponenten einer unendlich kleinen 
Transformation der Gruppe, so mufs jedesmal die Gleichung er- 
füllt sein: 

wo CO eine beliebige Funktion von xi, x^y X3 ist. 

Nun setzen sich die Invarianten aus linearen und quadra- 
tischen Formen zusammen; demnach fragen wir zuerst nach den- 
jenigen Gruppen, welche einer Gleichung ersten Grades genügen, 
und dann nach denjenigen, durch welche eine Gleichung zweiten 
Grades befriedigt wird. Die erste Aufgabe soll uns in diesem, 
die zweite im folgenden Paragraphen beschäftigen. 

2. In der Gleichung 

(1) Aidxi -f A2dx2 + Asdxs = 

mögen Ai, Ag, A3 beliebige Funktionen der Variabein xi, X2, X3 
sein. Soll diese Gleichung durch eine infinitesimale Transfor- 
mation, deren Komponenten gi, §2, Ss sind, nicht geändert werden, 
so mufs die Bedingung erfüllt sein: 



^A 

(2) ^ kg dgp + ^ £? g(T dx^ =a>2k^ dxp. 



dxa 



Indem wir hierin dgp durch J- dx^ +p^ dx« + ^^^- d 



dx^ ^ ^Xg 2 * dx 



3 



3 



ersetzen und die Koefficienten von dxi, dx2, dxg auf beiden Seiten 
einander gleich setzen, zerlegt sie sich in drei verschiedene. Um 
diese recht übersichtlich zu schreiben, führen wir folgende Be- 
zeichnungen ein, wobei wieder a, ß, y eine gerade Permutation 
der Marken 1, 2, 3 bezeichnet: 

Aigi + A2S2 + Aags = g) 
(3) B« = f''-^^- 

C = AiBi -f A2B2 +A3B3. 

Oifenbar ist jetzt wieder: 

^^ dxi ^ dx2 ^ dxs 

Indem wir diese Bezeichnung anwenden, können wir den 
Bedingungsgleichungen folgende Form geben: 

Ri Hing, Grundlagren der Geometrie. IT. ]^9 
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^7- + ^2^1 — Bi§2 = «^Ag. 

Die zweite dieser Gleichungen multiplizieren wir mit A3, die 
dritte mit A^ und subtrahieren sie von einander. In der neuen 
Gleichung addieren und subtrahieren wir A^gj und gelangen, 
indem wir je zwei der Gleichungen (5) in entsprechender Weise 
behandeln und die Bezeichnung (3) berücksichtigen, zu den neuen 
Gleichungen : 

(6) C|.=B,„ + A,j^--A.^ 

C|. = B.. + A.^- - A. ^. 

Dadurch, dafs man die Gleichungen (5) der Reihe nach mit 
Bi, Bj, B3 multipliziert und addiert, erhält man die weitere 
Gleichung: 

(7) C» = B, ^_ + B. ,| + B. ^. 

Wofern also die Gröfse C nicht identisch verschwindet, ge- 
statten die Gleichungen (G) und (7), die Komponenten gi, §2? §3 
jeder infinitesimalen Transformation und die unbekannte Gröfse 
CO durch eine willkürliche Funktion q) (xi, X2, xs) der drei Va- 
riabein xi, X2, X3 darzustellen. Wir sehen, dafs unserer Forderung 
in diesem Falle eine unendliche Gruppe genügt. 

Wenn die Komponenten |i, gg, §3 identisch verschwinden, 
so mufs nach der ersten Gleichung (3) auch tp identisch gleich 
null sein. Demnach gehören zu ungleichen Funktionen g) und 
^1 auch verschiedene infinitesimale Transformationen. Führten 
nämlich gp und 9)1 zu denselben Werten von gi, g2, gs, so lieferte 
die Funktion g) — ^1 verschwindende Werte der Komponenten, 
was nicht möglich ist. 

Werden zwei infinitesimale Transformationen durch die 
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Funktionen 9) und tp bestimmt, so gehört die aus ihrer Kombi- 
nation erhaltene Transformation, wie wir beiläufig bemerken 
möchten, zu der Funktion: 



^i 



^(xijXa) 



r> 



WO das Symbol c,-^^-v die Funktionaldeterminante von (p und 

tp nach xa und x^ bezeichnet. 

3. Ist die Form 

(8) Aidxi + Agdxg + Asdxs 

die Invariante einer Gruppe, soll sie also durch ihre Transfor- 
mationen nicht geändert werden, so mufs q) = sein. Bei einem 
nicht verschwindenden Werte von C ist die Funktion gp, von 
der die Komponenten nach (6) abhangen, wegen der Gleichung 
(6) nicht willkürlich, sondern mufs der Differentialgleichung ge- 
nügen : 

Die Gruppe ist wieder unendlich, aber ihre Transformationen 
hangen nicht mehr von einer beliebigen Funktion dreier Variabein, 
sondern nur von denjenigen Funktionen ab, die einer Differential- 
gleichung genügen. Sind tp und % zwei wesentlich verschiedene 
Lösungen, so ist bekanntlich, die allgemeine Lösung eine beUebige 
Funktion von tp und /, also 

tp (Xi, X2, X3) = * (tp, X). 

Damit der Punkt (x) durch die Transformation (gi, g2> §3) 
in Ruhe gehalten werde, mufs, wie die Gleichungen (3) und (5) 
für CO = zeigen, nicht nur 95 (x') = sein, sondern es müssen 

auch ^ — , ^—^ ^^ nach Einsetzung von xi', xg', X3' verschwinden. 

Nun werden die Gleichungen: 

dtp dtp dtp ^x ^X ^X 

infolge der Gleichung (9) für die Punkte einer gewissen Fläche 

19* 
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erfüllt. Gehört der Punkt (x') dieser Fläche nicht an, hat er, 
wie man sich ausdrückt, allgemeine Lage, so mufs die Funktion 

^ so gewählt werden, dafs für ihn 4^ = 0, — = 0, ^— = 

ist. Dann werden diese drei Gleichungen aber auch für diejenigen 
Werte erfüllt, für welche tp und x dieselben Werte haben wie 
für xi', X2', X3'; mit anderen Worten, die Komponenten gi, §2> gs 
verschwinden für alle Punkte der Linie: 

^ (x) = tp (x), X (x) = X (x ). 
Dadurch haben wir folgenden Lehrsatz gewonnen: 
»Wenn die Invariante einer Gruppe in drei VeränderUchen 
für zwei unendlich nahe Wertsysteme in eine lineare Form der 
Differentiale übergeht, deren KoefRcienten die Eigenschaft haben, 
dafs die durch die beiden letzten Gleichungen (3) definierte Gröfse 
C von null verschieden ist, so lassen alle Transformationen dieser 
Gruppe, bei denen ein Wertsystem, das nicht besonderen Be- 
dingungen unterliegt, unverändert bleibt, auch die Wertsysteme 
einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ungeändert, und dieser 
Mannigfaltigkeit gehört das gegebene Wertsystem selbst an. Unter- 
wirft man den Raum den durch diese Gruppe gegebenen Um- 
formungen, so geht durch jeden Punkt des Raumes eine Linie 
von der Eigenschaft, dafs alle Punkte dieser Linie jedesmal ihre 
Lage beibehalten, sobald einer ihrer Punkte in Ruhe gehalten 
wird.« 

4. Wenn identisch C = ist, so kommen die vier Glei- 
chungen (6) und (7) auf zwei von einander unabhängige partielle 
Differentialgleichungen hinaus. Hätten diese keine gemeinschaft- 
liche Lösung, so würden nur solche Transformationen der For- 
derung genügen, welche sich aus den Gleichungen (3) und (5) 
für 9) == ergeben. Da aber hiernach zwischen den Komponenten 
^i> §2> §3 eine homogene lineare Beziehung bestände, müfste die 
Gruppe intransitiv sein. Damit eine transitive Gruppe der Be- 
dingung genügt, müssen die angegebenen Differentialgleichungen 
eine Lösung 9) = M (xi, X2, X3) haben. Jetzt setze man 

Aa = MN«, 



w 



odurch Ba == M r— ^ — c— ^ + Nß ^ Ny s, — für eme 

\aXy OXß J ^ 0Xy ^ ÖXß 
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gerade Permutation a, ß, y wird. Indem wir in den Gleichungen 
(6) den Gröfsen A« und B« diese Werte geben und <p durch M 
ersetzen, folgt 

dN^ ^ dNy 

oder es sindNi, N2, Ns die Ableitungen einer Funktion N nach 
den Variabein xi, X25 X3. Zugleich wird 

^X^ ÖXy dxy ÖXß' 

Jetzt gehen die Gleichungen (6) für ein beliebiges g) über in 

ÖXß dxy ÖXy ÖXß 

Daraus folgt, dafs der Quotient ^ eine blofse Funktion von 

N ist, oder dafs 

(p = Mtp (N) 

sein mufs. Umgekehrt erkennt man auch sofort, dafs, wofern M 
irgend eine Lösung der gegebenen Differentialgleichungen ist und 
die Funktion N in der angegebenen Weise daraus bestimmt wird, 
die Funktion (p = Mi^ (N) für eine beliebige Funktion tp von N 
den Gleichungen (6) und (7) genügt. Die erste Gleichung (3) 
geht jetzt über in 

^^Ö)^^^+fe,^^+äx;-'^=^^^)' 
und jede Gleichung (5) nimmt die Form an: 

^K . /XT^ «N , /^ dM , . dM , ^ «M \ afN 

^"^ W fe^ + [f^ H, + ^^ ä^ + ^3 Wj ^ 

= COM 



dx«' 
oder führt auf die Relation: 



dM . . «M . . dM 



(11) «,M = Mv^' (N) + g, ^-- + g. ^ + 



§3 



«Xi ' ="= dx^ ' '" dx 



3 



Nachdem M und N in der angegebenen Weise bestimmt 
sind, hangen die Gröfsen gi, gs. gs) o> in der durch die Glei- 
chungen (10) und (11) dargestellten Weise von einer beliebigen 
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Funktion tp (N) von N ab. Wie wir sehen, sind auch nach 
Annahme dieser Funktion die Werte von §i, gg, Is noch nicht 
bestimmt; sie müssen nur so gewählt werden, dafs sie der Glei- 
chung (10) genügen; dann ist m durch die letzte Gleichung voll- 
ständig gegeben. 

Nun stellt die linke Seite von (10) bis auf einen unendlich 
kleinen Faktor die Änderung dar, welche die Funktion N durch 
eine infinitesimale Transformation (gj, §25^3) erleidet. Die Trans- 
formationen der Gruppe ändern also den Ausdruck N nicht be- 
hebig, sondern verwandeln ihn regelmäfsig in eine blofse Funktion 
von N selbst. Demnach geht jede Fläche der Schar N (xi, xg, X3) 
= Const. in eine Fläche derselben Schar über. Alle Transfor- 
mationen, bei denen ein Punkt (x) in Ruhe gehalten wird, ver- 
schieben demnach die Fläche 

N (xi, X2, X3) = N (xi', xg', xs') 

in sich. Wir haben also den Lehrsatz erhalten: 

»Wenn die Koefficienten Ai, Ag, A3 der Bedingung genügen, 
dafs die aus ihnen nach der Vorschrift (3) gebildete Gröfse C 
identisch verschwindet, so genügen der Gleichung (1) nur solche 
transitive Gruppen, bei denen eine gewisse Flächenschar in sich 
transformiert wird; alle Transformationen dieser Gruppe, bei denen 
ein Punkt in Ruhe gehalten wird, verschieben eine durch den 
Punkt gehende Fläche in sich.« 

Auf die Vereinfachungen, welche in den Formeln eintreten, 
wenn M eine blofse Konstante ist, wollen wir nur hinweisen; 
es ist für unsern Zweck nicht notwendig, hierbei zu verweilen. 

5. So einfach die voranstehende Herleitung ist, wird es doch 
angebracht sein, sie durch eine andere zu ersetzen, bei der wir 
aus den Lehrbüchern der Integralrechnung den Satz voraussetzen, 
dafs für ein identisch verschwindendes C die Koefficienten Ai, 
Ag, A3 den Ableitungen einer Funktion N nach den Variabein 
proportional sind. Setzt man also 

Att = M c — 

^Xa 

in die Gleichung (2) ein und benutzt die Abkürzungen: 
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SO gehen aus ihr nach Division durch M die drei Relationen 
hervor : 

äxa ~ V My dxa' 

Daraus folgt, dafs P eine blofse Funktion tp (N) von N und 

dafs c^ — ^ = ip' (N) ist. Dadurch sind wir wieder auf die 

Gleichungen (10) und (11) zurückgeführt. 

6. Wenn eine Gruppe zw^ei Gleichungen 

(12) A^dx, + Agdxg + Agdx, = 
Ai dxi + Ag'dxg + Ag'dxg = 

genügt, die in den Differentialen linear sind, so wird durch die 
Gruppe auch jede Gleichung befriedigt: 

(A, + KA/) dxi + (A, + KA,') dx3 + (A, + KA,') dx, = 0, 

wo K eine ganz beliebige Funktion von x^, x^, Xg ist. Nun 
setze man Ka = A + KA«';. und bilde B«' und C' aus den Aez', 
sowie Ba' und C aus den Ka in derselben Weise, wie die Aus- 
drücke Ba und C aus den A« gebildet werden. Dabei wird: 

(13) - C" = C + K (AiBi' + AaB/ + A3B3' + A/Bi 
+ Ag'B, + As'Bs) + K«C' + I Ai 

I "^^i 

Die Forderung, dafs C identisch verschwinden soll, führt 
für die Funktion K auf eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung, in welcher die Funktion selbst im zweiten Grade vor- 
kommt. Dafs jede solche Differentialgleichung eine Lösung hat, 
ist bekannt. Wir überzeugen uns aber leicht, dafs es im all- 
gemeinen zwei wesentlich verschiedene Lösungen dieser Gleichung 
giebt. Ist nämlich Ki eine Lösung, so ersetze man Aa' durch 
Aa -j- Kl Aa' ; dann wird die aus den neuen Aa' hergeleitete Gröfse 
C' gleich null. Zur Bestimmung von K bleibt aber jetzt noch 
eine Differentialgleichung erster Ordnung. 

Jetzt seien Ki und K2 zwei verschiedene Funktionen, für 
welche die rechte Seite von (13) verschwindet. Dann werden 
die drei Ausdrücke Aa -+- KiAa' proportional den Ableitungen 
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einer Funktion Ni, und A« + K2Aa' proportional den Ableitungen 
einer Funktion N2 nach den Variabein. Bei den Transformationen 
der Gruppe geht also der Ausdruck Ni in eine Funktion von 
sich selbst über, und ebenso der Ausdruck N2. Wir erhalten 
also den Satz: 

»Wenn man den Raum durch eine Gruppe umgestaltet, welche 
zwei in den Differentialen linearen Gleichungen genügt, so giebt 
es zwei Scharen von Flächen, welche die Eigenschaft haben, dafs 
alle Flächen der Schar nur in Flächen derselben Schar übergefiihn 
werden. Alle Transformationen der Gruppe, welche die Lage 
eines Punktes ungeändert lassen, verschieben zwei Flächen in sich.« 

§ 6. 

Über die Gruppen, welche einer in den Differentialen 
quadratischen Gleichung genügen. 

1. Die vollständige Lösung der Aufgabe, alle Gruppen zu 
bestimmen, welche der Gleichung 

(1) 2 A/xdx, dxx = 

genügen, wo die Koefficienten Atx Funktionen der. Veränder- 
lichen Xj, Xg, Xg sind, bietet deshalb besondere Schwierigkeit, 
weil die Koefficienten einen wesentlichen Einflufs auf die Gruppe 
haben. Indessen ist die Ermittelung der Beziehungen, welche 
zwischen den Koefficienten bestehen müssen, falls überhaupt eine 
unendlich kleine Transformation der Gruppe genügt, für uns ohne 
Interesse. Für unsere späteren Anwendungen ist nur der Fall 
wichtig, dafs die Gruppe nicht nur transitiv ist, sondern auch 
noch Transformationen enthält, bei denen ein beliebiges Wert- 
system ungeändert bleibt. Um diejenigen Gruppen zu finden, 
welche diese beiden Forderungen erfüllen, können wir uns im 
wesentlichen ganz einem Verfahren anschliefsen, das Lie^^) bei 
einer etwas verschiedenen Voraussetzung eingeschlagen hat. Bei 
der Verschiedenheit der Forderungen werden wir aber noch zu 
einer Reihe von Gruppen gelangen, die bei Lie entweder ganz 
fehlen oder von einem anderen Ausgangspunkte aus gewonnen 
werden. 

2. Den Fall, dafs die Determinante der Koefficienten Aix 
identisch verschwindet, brauchen wir nicht durchzuführen; es 
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genügt für unsern Zweck, auf eine Eigenschaft hinzuweisen, welche 
die entsprechenden Gruppen unter dieser Bedingung besitzen. In 
diesem Falle läfst sich nämlich die linke Seite von (1) als das 
Produkt zweier (reeller oder komplexer) linearer Formen M und 
N darstellen; die Gruppe, welche der Gleichung (l) genügt, be- 
friedigt die beiden linearen Gleichungen M = und N = 0. 
Wir kommen demnach auf den Fall zurück, den wir am Schlufs 
des vorigen Paragraphen betrachtet haben. Wie wir dort ge- 
funden haben, giebt es alsdann zwei Flächenscharen von der Eigen- 
schaft, dafs die Flächen einer jeden Schar nur in Flächen der- 
selben Schar umgewandelt werden. Bei der Ruhe eines Punktes 
werden also zwei Flächen in sich bewegt. 

3. Um so sorgfältiger müssen wur auf den Fall eingehen, 
dafs die Determinante | Klx \ nicht identisch verschwindet, die 
linke Seite von (1) also eine eigentliche Form zweiten Grades 
in den Differentialen ist. Dabei machen wur die specielle An- 
nahme, dafs diese Determinante auch nicht gleich null wird, wenn 
man in ihren Elementen für xi, X2, xs das Wertsystem (0, 0, 0) 
einsetzt. Wofern diese Voraussetzung nicht erfüllt ist, kann man 
sie dadurch verwirklichen, dafs man zu den Variabein gewisse 
Konstanten addiert und die Summen als neue Veränderliche ein- 
führt. Nimmt der Koefficient kix für x^ =X2 ==X3 =0 den 

Wert A^^jj an, so soll sich die Form ^A^^^^dx^dxx nicht als das 

Produkt von zwei linearen Faktoren darstellen lassen. Dann kann 
man aber durch eine lineare Umgestaltung der Differentiale dx^ 
dxg, dxg, bei der auch komplexe Gröfsen zugelassen werden, die 
Form -SA^**^ dxf dxx in die Summe dreier Quadrate verwandeln; 
man darf also annehmen, dafs ist: 

(2) A;, = 1, A;^ = für t ^ X. 

Dementsprechend sehen wir in den folgenden Untersuchungen 
von der Form JS'Atxdx^dxx an sich ab und verlangen nur, dafs 
sie für Xj = X2 = X3=0 die Gestalt annimmt: dxf +dx| -f-dx|- 

4. In der infinitesimalen Transformation, welche die Kom- 
ponenten gj, §25 §8 hat und die wir wieder symbolisch in der 
Form -Sg^pf schreiben, entwickeln wir die einzelnen Kompo- 
nenten nach Potenzen der Variabein. Da unsere Gruppe transitiv 
sein soll, der Punkt (0, 0, 0) somit in alle Lagen seiner Um- 
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gebung übergeführt werden kann, müssen die Transformationen 
vorkommen: 

(3) Pi — pi + . . ., Pg — Pjj + . . ., P3 + Ps + . . ., 
wo die fehlenden Glieder die Variabein (x) mindestens in der 
ersten Potenz enthalten. Von allen weiteren in der Gruppe ent- 
haltenen infinitesimalen Transformationen dürfen wir die P^, Pg, 
Pg abziehen, nachdem wir sie mit beliebigen konstanten Faktoren 
multipliziert haben. Demnach dürfen wir mit Lie annehmen, dafs 
in allen weiteren Transformationen die Variabein mindestens in 
der ersten Potenz vorkommen. Beginnt aber eine Transformation 
mit den Gliedern 2zaßxapß und enthalten die fehlenden Glieder 
nur höhere Potenzen der Variabein, so mufs, damit für die An- 
fangsglieder dxjdgi + dxgdgg + d^s^Ss =* ^ (^^1 + ^^2 + ^^1) 
wird, sein: 

(4) aaa == Zßß, aaß + zßa = für g ^ g. 

Demnach können alle infinitesimalen Transformationen erster 
Ordnung aus den vier folgenden zusammengesetzt werden: 

Sl2 = XiP2— X2P1 +..., U = XiPi + X2P2 +X3P3 

I • • • ) 

wo die fehlenden Glieder mindestens die zweiten Potenzen der 
Variabein enthalten. 

5. Solange wir also in der Entwicklung der sämtlichen in- 
finitesimalen Transformationen erster Ordnung nur die Glieder 
der ersten Dimension betrachten, ist die Zahl der von einander 
unabhängigen höchstens gleich vier; diese Zahl kann aber auch 
eine kleinere sein. Ist dieselbe gleich ^, so können wir fi in- 
finitesimale Transformationen erster Ordnung so auswählen, dafs 
in ihnen die Glieder ersten Grades von einander unabhängig sind. 
Dann kann man aber wieder erreichen, dafs in den weiteren 
infinitesimalen Transformationen, die man für die Bestimmung 
der Gruppe zu Grunde legt, alle Glieder der ersten Ordnung 
fehlen, dafs also alle anderen Transformationen in ihrer Ent- 
wicklung mit den höheren Potenzen der Variabein beginnen. 
Ist jetzt 

(6) 2: h^\i xx p;. + • • • j 
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WO A eine blofse Marke ist und wo allgemein die Beziehung gilt: 

eine Transformation zweiter Ordnung, bei deren Darstellung wnr 
annehmen, dafs die fehlenden Glieder mindestens von der dritten 
Dimension sind, so darf man die Transformation (6) mit den 
drei Transformationen (3) kombinieren. Dadurch erhalten wir 
drei Transformationen erster Ordnung und zwar, indem man alle 

Koefficienten durch zwei dividiert, die folgenden: 

A ;. A 

JS b j^xx p;. -f- • • • j ^ bg^XAT pA + . . . , -2* bg^xx pA + . . . 

Vorhin haben wir die Transformationen erster Ordnung in 
der Form 2zaß^a P/? + . . . geschrieben. In der ersten Trans- 
formation, die wir jetzt erhalten, wird der Koefficient a«/? durch 

ß ß . ß 

^la vertreten, in der zweiten durch bg^, in der dritten durch bg^. 

Demnach mufs wegen der Gleichungen (4) und (7) für ungleiche 
Marken a, /9, / sein: 

b^ =: — b'^ =» — b'^ = b" = b" 
aß ay ya yß ßy 

ßa aß 

y y 

Wir sehen, dafs b^=--b^==»0 ist. 

' aß aß 



Dagegen ist: 



a ß ß a 

b =b^ = b^= — b^^. 

aa aß ßa ßß 



a 



Setzt man b = b«, so kann man die Koefficienten in (6) 



aa 



durch die drei Koefficienten b^, bg, bg ausdrücken. Wir schreiben 

noch: 

(8) Va= 2x« H^x^y, — p« 2;xi + . . .; 

dann geht der Ausdruck (6) über in ^bvVv. Setzt man all- 
gemein %xi = — Six, so kann man die Transformationen erster 
Ordnung, auf welche die Kombination dieser neuen Transfor- 
mation mit P^, Pg, Pg gelangt, in der Gestalt schreiben: 

bjU 1^2^12 ^3^18 

(9) b,U-biS,i-b,S,3 
bgU — b^Sgi — bjSgj. 
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Ebenso müssen bis auf infinitesimale Transformationen der 
dritten und höheren Ordnung die Beziehungen gelten: 

(10) (UV« ) = V« , (S«^V« ) = - V^, (SaßVy ) = 0. 

Nun wird sich aber sogleich zeigen, dafs weitere Transfor- 
mationen nicht hinzutreten ; die Gleichungen (10) sind also streng 
richtig. 

6. Dafs keine infinitesimale Transformationen dritter Ordnung 
existieren, beweist Lie auf folgende Weise. Es seien in 

ölPl +§2P2 + X3P3 + • • • 

Sif §2> ^3 homogene Funktionen dritten Grades in x^, x^, X3, 
und die nicht niedergeschriebenen Glieder mögen die Variabein 
nur in höheren Potenzen enthalten. Durch Kombination mit P« 
ergiebt sich eine Transformation der zweiten Ordnung, die eben- 
falls der Gruppe angehört. Demnach müssen die Funktionen g^, 
gg, §3 fiir jede Marke a den Bedingungen genügen: 

-^ 3^ px = -2;ca;. r2xA Uxxpx — PA -S-xx n. 

Differentiieren wir diese Gleichung nach xß, so bekommen 
wir: 

^ d^^fc "^ ^ -^CaA (xAp^ — X^PA) -f 2caßi:xxpx, 

Vertauschen wir hier a und /?, die wir als verschieden an- 
nehmen, so darf sich die rechte** Seite nicht ändern; also er- 
giebt sich 

Cax = c/?x = (für X ^ aß) und Caa + ^ßß = 0. 
Es verschwinden hiernach alle Koefficienten c, da man für 
a und ß irgend zwei Marken der Reihe 1, 2, 3 wählen darf und 
die drei Gleichungen caa + c/?/9=0 nur befriedigt werden, wenn 
die drei Gröfsen c«« verschwinden. Da nun die sämtlichen 
Differential-Quotienten der Funktionen g^, gg, gg identisch gleich 
null sind, gilt dasselbe für die Funktionen selbst wegen der be- 
kannten Beziehung: 

Ebensowenig können Transformationen einer höhern Ord- 
nung vorkommen. Durch Kombination einer Transformation von 
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der Ordnung fi + l mit den Transformationen P« ergeben sich 
solche von der Ordnung fi. Sobald diese letzteren und damit 
die Ableitungen der erster en identisch verschwinden, müssen die 
ersteren selbst identisch gleich null sein. Demnach kann in 
unserm Falle keine infinitesimale Transformation vorkommen, 
deren Ordnung gröfser als zwei ist. 

7. Ehe wir weitergehen, müssen wir zwei einfache Bemer- 
kungen vorausschicken. An erster Stelle weisen wir darauf hin, 
dafs eine infinitesimale Transformation von der höchsten Ordnung, 
die in der Gruppe vorkommt, durch ihre Anfangsglieder voll- 
ständig bestimmt ist, die von einer niedrigeren Ordnung aber 
nicht. Wenn z. B. in einer Gruppe keine Transformation von 
der Ordnung v -\- 1 enthalten ist, aber Av, Bv . . . von der vten^ 
Av— 1, Bv— 1 . . . von der v — Iten^ Av— 2, Bv— 2 . . . von der 
p— 2ten Ordnung sind, so müssen Av und Bv identisch sein, 
falls sip in den Gliedern von der i^ten Ordnung übereinstimmen, 
da sonst die Gruppe die Transformation Av — Bv enthielte, deren 
Ordnung > v ist. Dagegen ist Av— 1 + ^Av + a'Br + . . . von 
der Ordnung v — 1 und besitzt dieselben Anfangsglieder wie 
Av— 1, wofern a, a' . . . beliebige Konstanten sind. Entsprechend 
ist Av— 2 + bAv— 1 + b'Bv— 1 -]-... + cAv + ^^^ + • • • von 
der Ordnung v — 2, wenn man für b, b, . . . c, c' . . . beliebige 
Konstanten wählt. Diese Eigenschaft benutzt Lie, um die Trans- 
formationen von einer niedrigeren Ordnung so zu bestimmen, 
dafs für ihre Kombination möglichst einfache Gesetze gelten; er 
normiert, wie er sich ausdrückt, die Transformationen. 

Zweitens sieht man sofort, dafs durch die Kombination 
(A^ Av ) einer Transformation A^ von der ^ten mit einer Trans- 
formation Av von der rten Ordnung sich eine Transformation 
von der Ordnung ii-\'V — 1 ergiebt und dafs darin die Glieder 
der niedrigsten Ordnung, aber nur diese bekannt sind, falls man 
die Anfangsglieder von A^ und Av kennt. 

8. Wir gehen jetzt dazu über, aus den angegebenen Trans- 
formationen diejenigen auszuwählen, welche mit Pi, P2,P3 vereint 
in derselben Gruppe vorkommen können. Dabei betrachten wir 
zuerst den Fall, dafs die Gruppe mindestens zwei infinitesimale 
Transformationen zweiter Ordnung enthält; es seien dies -SbvVv 
und 2h v'Vv. Jede dieser beiden führt auf drei Transformationen 
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erster Ordnung (10); welche auf mindestens zwei verschiedene 
hinauskommen. Da zudem die Transformationen 

b^U — bgSig — baSig und b/U - b^'S^^ — bg'S^^ 
nur identisch sein können, wenn die Verhältnisse b^ : bg : bg 
= bj^' : bg : bg' gleich sind, so enthält die Gruppe vier Trans- 
formationen erster Ordnung, und als diese dürfen geradezu U, Sgjj, 
Sgl, Si2 gewählt werden. Nun führt die Kombination vonSgg 
mit ahv^v auf bgVg — b^Vg und die Kombination dieser mit 
Sgl auf bgVj. Ist also bg von null verschieden, so kommt in 
der Gruppe die Transformation V^ vor; diese mit S^g und S,g 
kombiniert liefert Vg und Vg. Unter der gemachten Annahme 
enthält die Gruppe die zehn Transformationen: 

P«, Saß, U, Va für a, ß = 1, 2, 3. 

9. Besitzt die Gruppe nur eine infinitesimale Transformation 
zweiter Ordnung, so darf sie nicht die drei Transformationen 
Sgg^, Sgl, Sjg enthalten. Denn wir haben soeben gesehen, dafs 
die Kombination irgend einer Transformation UhvYv mit diesen 
drei Transformationen erster Ordnung zu den drei Transforma- 
tionen Vi, Vg, Vg führt. Mit der Transformation W = -SbvVv 
sind aber jedenfalls die Transformationen (9) zu vereinigen; aus 
ihrer Kombination mit W erhalten wir aber die drei Transfor- 
mationen zweiter Ordnung 2ba W — V« Hh^ für a = 1, 2, 3. 
Diese sind unter einander und mit der Transformation W nur 
dann identisch, wenn -£b* = ist. Legen wir diese Bedingung 
zu Grunde, so kommen die drei Transformationen (9) auf zwei 
hinaus. Falls dann aufserdem bi von null verschieden ist, kann 
man die Transformationen (9) durch 

S = biU — bgSig— bgSyg uud S' = biS2g+b2Sgi+b3Si2 
ersetzen. Ist jetzt eine weitere infinitesimale Transformation erster 
Ordnung in der Gruppe enthalten, so kann man annehmen, dafs 
in ihrem Ausdruck U und Sgg nicht . vorkommen. Die Kombi- 
nation von CgSgi -|- C3S12 mit W führt aber, falls nicht Cg und 
Cg verschwinden, auf eine weitere Transformation zweiter Ord- 
nung. Demnach enthält eine transitive Gruppe, wofern sie eine 
einzige, infinitesimale Transformation der zweiten Ordnung ent- 
hält, zwei Transformationen erster Ordnung; sie wird durch die 
Transformationen 

W, S, S', Pi, P2, Pg bestimmt. 
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10. Wenn in der Gruppe keine infinitesimale Transformation 
zweiter Ordnung Vorkommt, so hat man zu beachten, dafs mit 
den Transformationen erster Ordnung aoU+aiS23 + a2S3i+a3Si2 
und boU+ biS23 + b2S3i + b3Si2 die aus ihrer Kombination 
hervorgehende Transformation 

(asb2 — a2b3) S^s + (^ibs — asbi) S31 + (a^jbi — aibg) S12 
verbunden werden mufs, die ebenfalls von der ersten Ordnung 
ist. Hiernach können wir die möglichen Fälle leicht übersehen. 
Aufser den Transformationen nuUter Ordnung Pi, P2J Pj kommen 
in der Gruppe vor entweder 

a) U, S23, S31, S12 oder 

b) S28> S31, S12 oder 

c) U, aiS23 + ''isSsi + a3Si2 und 

(af + ö>2) S23 + (aias + ^3(0) S31 + (aia» — a2a)) S12, 
wo a>2 _|_ ^2 -|- a| + a| = ist und wo a2 und a3 nicht beide 
verschwinden dürfen; oder 

d) U, aiS23 + a2S3i + a3Si2, oder 

e) aoU + aiSas + ^2831 + a2Si2 und (af + co^) S23 + 
(aia^ H-asco) S31 +(aia3 — a2a>) S12 unter den bei c) angegebenen 
Bedingungen, oder 

f) aoU + aiSas -f a2S3i + a3Si2. 

Die zuletzt angegebene Gruppe brauchen wnr im folgenden 
nicht zu berücksichtigen. 

11. Es ist jetzt unsere Aufgabe, den Bau der einzelnen 
Gruppen anzugeben, auf die uns die vorstehende Untersuchung 
geführt hat. Um hierbei die passendsten infinitesimalen Trans- 
formationen auszuwählen, müssen wir von den in 7. gemachten 
Bemerkungen Gebrauch machen. Die Herleitung wird am ein- 
fachsten, wenn die Gruppe die Transformation U enthält; wir 
wollen daher diese Fälle zuerst erledigen. 

Für die in 10. unter a) angegebene Gruppe ist (US«^) = 0, 
{^aßSßy) = Say. Nun ist ojffenbar für beliebige Konstanten 
nio . . . m3 : (Pa -f moU + miS23 +n^2S8i +n^3Si2, U)=(PaU). 
Ferner gilt die Beziehung: (P« U) = P« + noU -f- "1823 -f- n2S3i 
-^ n3Si2. Ersetzen wir also P« durch die rechte Seite dieser 
Gleichung, so erhalten wir für das neue Pa die Relation : (P« U) =Pa. 
Bei dieser Wahl von Pi, P2, P3 kann durch die Kombination 
mit U keine Transformation erster Ordnung erhalten werden. 



^ i 
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Nun verlangt die Identität (P«, P/9, U), dafs ist {PaSßy) = 
([PaSy?y]U), Und cbenso folgt aus der Identität (P«, Saß, U) die 
Gleichung: (P« Sa/?) = (fP« Sa^JU). Wir sehen also, dafs auch 
die Ausdrücke für (Pa Sßy) und (P« Saß) keine Transformationen 
erster Ordnung enthalten; somit mufs sein: 

(P«S/?y) = 0, (P«Sa^) = P^. 

Die Identität (P«, P^, U) führt auf die Gleichung: 2(P«P^) 
■== ([PaP/9]U). Hieraus folgt zunächst wieder, dafs die linke 
Seite keine Transformationen erster Ordnung enthält; ist aber 
(PaP/?)= caßPi + Ca/j'Pg + Ca^Ts, SO verlangt diese Gleichung, 
dafs 2caß = Caß . . . ist; demnach ergiebt sich (P« P^) = 0. Der 
Bau der Gruppe wird durch die Gleichungen bestimmt: 

(P„ P^) = 0, (Pa U) = P«, (P« Saß) = ?ß, {Pa Sßy) = 0, 
(US«^?) = 0, (SaßSßy) = S«y, 

WO a, ßy Y ungleiche Marken sind. 

12. Genau so verfährt man, um den Bau der Gruppe 10, d) 
zu ermitteln. Setzt man aiS^s + a^Ssi + a3Si2 = S, so ist 
offenbar (U, S) = 0. Auch kann man dadurch, dafs man P« 
durch P« + m« S + n« U ersetzt, erreichen, dafs (P« U) = P« 
wird. Dann zeigt die Identität (P«, S, U), aus der sich die Glei- 
chung (Pa S) = ([Pa S]U) ergiebt, in der früheren Weise, dafs 
(PaS) = ayP/9 — a^Py ist, wo a, /9, / eine gerade Permutation 
der Marken 1, 2, 3 ist. Dafs aber (Pa P/j) = ist, folgt wieder 
aus der Relation (PaP/jU). Wir finden somit die Beziehungen: 

(P« P^) = 0, (P« U) = Pa, (P« S) = ay P^ — 2iß Py, (US) = 0. 

13. Auf ähnliche Weise ermitteln wir die Struktur der in 
8. angegebenen Gruppe, welche durch die zehn Transformationen 
P«, U, Sa^, Va für a, /9 = 1, 2, 3 bestimmt wird. Hier ist 
offenbar : 

(V« Wß) = 0, (UVa) = Va, (SaßVß) = Va, (SaßVy) = 0. 

Ferner ist (USa^^) = Ca/jVi + Cafi^^ + Ca/j'Vs, oder wenn wir 
Saß — CaßYi — Cuß'Vi — Caß'Ys als ueues Saß einfuhren: 
(USa/?) = 0. Die Identität (S«^, Sßy, U) geht hiernach über in 
(U[Sa/?S/?y]) = 0. Daraus ergiebt sich, dafs im Ausdrucke für 
(SaßSßy) die Transformationen Vi, V2, Vs nicht vorkommen; es 
mufs somit sein: (SaßSßy) = Say- 

Angenommen, es sei 
(PtU)=Pi+aoU + aiS2s + a2S8i+a8Si2+biVi+b,V2+b8V3, 
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SO hat man Pi durch Pi + ^oU + aiS2 3 + asSu +-i-(biVi 
+ ^2^9 + bsVs) zu ersetzen, um zu erhalten: (PiU) =» Pi. Auf 
dieselbe Weise erreicht man, dafs.(P2U) = P2, (PsU) =P8;wird. 
Die Identität (P«, S^x, U) geht über in (PaSx;.)= ([PaSxA]U). 
Auf der rechten Seite kommen die Transformationen U, Sgg, 
Ssi, S12 gar nicht vor; die V^ erhalten auf beiden Seiten ent- 
gegengesetzte Vorzeichen ; demnach ist 

(P« S«^) = P^, (Pa Sßy) = 0. 

Aus der Relation: (Pa, Yß,. U) ergiebt sich die Gleichung: 
(U[Pa V/?]) = 0, und daraus folgt: 

(P« V« ) = 2U, (P« V^) = - 2Saß. 
Endlich führt die Identität (U, P«, P^) in der früheren 
Weise auf die Gleichung: (PaP^) =0. Wir erhalten also die 
Beziehungen: 

(P« P^) = 0, (Pa U) = P«, (Pa S«^) = P^, (Pa Sßy) =0, 
(P« V« ) = 2U, (P« Vß) 2S«/?, (USaß) = 0, 

iSaßSßy) ^ Say, (UV« ) =- V«, (SaßWß) = V«, (Va V^) = 0. 

14. In der Gruppe 10, c) isetzen wir: 

aiS28 + a2S3i + a8Si2 =* S, 

(aj + CO«) S23 + (aia2 + aao) Ssi + (aias — a2<») S12 — S'. 
Alsdann ist: (SS') = — coS', (US) — 0, (US') = 0. Auf 
dieselbe Weise wie vorhin erreichen wir, dafs (PaU) === P« ist. 
Demnach kommt jetzt in keiner Kombination mit U eine Trans- 
formation erster Ordnung vor ; es ergiebt sich also wieder 
(Pa P^) = 0. Um die Ausdrücke für (P« S) und (P« S'), in denen 
wegen der Identitäten (PaSU) und (PaS'U) keine Transforma- 
tionen erster Ordnung vorkommen, zu vereinfachen, setzen wir: 

Qi = (af + <»*) Pi -h (a,a2 — asC») Pg + (aia» + a2Co) P» 

Q.2 = ajPi -f- a2P2 -h asPj 

Q3 = (a? + o>*) Pi + (aiag + aao?) P2 + (aiaj — agc») Pg. 
Alsdann wird: 

(QaQ/^) = 0, (Q«U)=Qa, (QiS) = -a>Qi, (Q2S) = 0, 
(Q8S) = a>Q8, (QiS') = -.2a>(af + a>*)Q2, (Q2S') =-a>Q8, 

(Q3S')=0. 
Diese Gleichungen bestimmen den Bau der Gruppe. 

15. Für die Gruppe 10, e) setzen wir: 
S = aoU + aiS2s + a2S8i + a8Si2, 

S' = (af + CO*) S28 + (aia2 -|- agCö) S8i -j- (ajag — ajco) S,«. 

Killing, Grundlaflren der Geometrie. II. 20 
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Zudem führen wir die Transformationen Qi, Qg, Qs wieder 
gerade so, wie in der vorigen Nummer, ein. Alsdann folgt: 

(QiS) = (ao -- cö) Qi + . . . , (Q,S) — aoQ, + . . . , 

(Q8S)-(ao+a>)Q8 + ... 

Setzen wir: ao — co = Ci, ao — Cj, ao + co — cs, wo die 

Beziehungen gelten: co «= -^— « ~> Cj «= "— v~~ > ^^ '^^^^ ^^^> 

falls die Koefficienten c« und c« — co von null verschieden sind, 
leicht bewirken, dafs (QaS) = ccfQ^ wird. In diesem Falle 
lührt die Identität (Q«, S, S) auf die Gleichung: 

(Ca + a>) (Qa S) = ([Q« S']S), 

aus der sich ergiebt: 

(QiS) = eiQ„ (QgS) - e,Q3, (Q^S') - 0, 

wo ei — — 2cö (af + co*), e^ =- — co ist. Die Identität (Q<« Qy?S) 
führt auf die Gleichung: (ca + c^) (QaQ^) — ([Q«Q/?]S); 
hieraus folgt, falls auch stets c« + c^ — Cy und Ca + C/? — co von 
nult verschieden ist, dafs (Qa Q^) = wird. 

Indem wir die Erledigung der ausgeschlossenen Fälle dem 
Leser überlassen, begnügen wir uns damit, die erhaltenen Be- 
ziehungen zusammenzustellen; es sind: 

(QaC^)-O, (QaS)=caQ«, (QtS') = eiQ2, (Q,S')-e,Q3, 

(Q3S') = 0, (SS') (»S'. 

16. Die in 9. angegebene Gruppe wird durch die Trans- 
formationen erzeugt: 

Pj, P„ P„ S = b,U - b,S,, - bgS,«, 

S' = b,S,3 + b,S3i + bgSi,, W = b,V, + b,V, + bgV,, 

WO bf + b| + b| = und \>^ von null verschieden ist; wir 
setzen b^ = 1. 

Offenbar ist (SW)=«2W, (S'W)=0; indem man die Trans- 
formation W mit einer geeigneten Konstanten multipliziert und 
zu S' hinzufügt, kann man bewirken, dafs (SS') = S' wird. 

Die Glieder erster Ordnung, welche in den Kombinationen 
(P^W), (PjW), (P 3 W) vorkommen, sind bis auf den Faktor zwei 
durch (9) gegeben. Setzt man 

WPi - WP2 - bsPs = Qi, WP, ~ b^Ps = Q2, 
WPi + b2P2 + bsPa = Qb, 
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und addiert man zu den Q» die mit einem passenden Koefficienten 
versehene Transformation S, so folgt: 

(Q, W) = 4S, (Q, W) - 2S', (Q3 W) ^ 0. 

Diese drei Gleichungen ändern sich nicht, wenn man zu den 
Qß die Transformation S' und W mit beliebigen konstanten 
Koefficienten hinzufügt. Nun kann man Q« durch 

Q^ + a«S' + baW 
ersetzen und die Konstanten aa und ha so wählen, dafs ist: 
(QiS) - 2Cli + /'iS, (Q,S) = Q, + ti,S, (Q,S) - ^38. 
Dann lehren die Relationen (Qa, S, W), dafs die Koeffi- 
cienten fij^y (i^y /£g gleich null sind. Hiernach folgt aus der 
Identität (Q^x, S', W), dafs im Ausdruck für (Q^S') die Trans- 
formation S, und aus (Q«, S, S'), dafs darin S' und W fehlen 
bis auf (QsS'), welches gleich vS' gesetzt werden kann. 
Die Identitäten (QaQ/?S) liefern die Beziehungen: 

(S[QxQ.D + 3 (QiQ,) =- 0, (S[Q,Q,]) + 2 (Q.Q^) = 0. 

(S[Q,Q,]) + (Q,Q8) = 0, 

woraus sich ergiebt: 
(Q1Q2) - 0, (Q.Q«) - «Q„ (Q^Qs) =- ßQ,. 

Hiernach verlangt die Identität (Q1Q.2S )> ^^^^ « = ist; 
(QiQsS') führt auf die Gleichung: 1; + /3 «= 0, und (Q^OgS') 
auf: V — jJ = 0. Die Transformationen Q^, Qg, Qg sind also 
mit einander vertauschbar. 

Der Bau der sechsgliedrigen Gruppe wird durch die Glei- 
chungen bestimmt: 

(C^Q^)-O, (QiS) = 2Q„ (Q3S) = Q„ ((irS) = 0, 
(QiS') - 2Q3, (Q,S') = Q3, (QgS) = 0, (Q,W) - 4S, 
(Q^W) - 2S', (bgW) = 0, (SS) - S', (SW) - 4W, 
(S'W) = 0. 

17. Es erübrigt nur noch, den Bau der Gruppe 10, b) an- 
zugeben. Hier ist offenbar: {SaßSßy) «» Say. Indem man die 
Transformationen S31 undSi« mit geeigneten Konstanten multi- 
pliziert und zu Pi addiert, kann man bewirken, dafs (PiS23)=*»cS28 
wird. Nachdem Fi in dieser Weise bestimmt ist, führen die 
Gleichungen (P1S13) = P3 und (P1S12) = P« auf feste Werte von 
P2 und Ps. 

20* 
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Jetzt folgt aus (Pi, Su, Sis) die Beziehung: (P2S<8)=«P3 + cS3i, 
und aus (P|, SisSjs) ebenso: (P3S28) = — P« + cSi2. 

Im Ausdruck für (PgSij) sind die Koefficienten von 8,3, 
S31, S12 unbekannt; setzt man: 

(P2S12) — — Pi +giS28 -fgsSsi +g8Sl2« 
so erhält man aus den Identitäten (PiS^Sig) und (P2S23S12) 
die Gleichungen: 

(P,S3j) + (P3S,,) = cS„ 

("2^31) ("s^ia) ^^ g2^T2 "1 gs^si» 

und daraus ergiebt sich: 

(P2S81) — icS^s + igjSji - ig2Si2 
(PsSia) — icSj8 — iggSji + iggSij. 
Indem wir diese Werte benutzen, führt die Identität (PgSjgSi g) 
auf die Gleichung: 

(P3S81) = Pi — giSjs — ig2S8i — igsSis- 
Hiernach verlangt die Relation (P8S12S31), dafsc=gi = 0, 

und die Relation (P8S2 8S8i)> dafs g^ = gg = ist. Wir finden 

also allgemein: 

(1 1) (P« Sßy) = 0, (?a Saß) = Pß. 

Diese Gleichungen sind aus den Voraussetzungen 

(PiS28) = CS23, (P1S12) = P2, (P1SI3) = P8 

unter blofser Benutzung der Identitäten (PaSa?Sx/ji) hergeleitet. 
Die erste der drei vorausgesetzten Gleichungen bleibt aber unge- 
ändert, wenn man Pi durch Pi + (^^2$ ersetzt; sollen hierbei 
auch die beiden anderen Gleichungen, die wir zu Grunde gelegt 
haben, keine Änderung erleiden, so mufs man zugleich P2 durch 
P2 + jwSsi und Ps durch Ps +^Si2 ersetzen. Demnach bleiben 
die Gleichungen (11) auch für die neuen Transformationen P« 
richtig. Nun folgt aus der Identität (PiPgSi 2), dafs ([PiP2]Si2) = 
oder dafs (P1P2) = aPs -|- bSi2 ist. Demnach wird: 

(Pi + (iSiSy P2 + (iSii) = aP3 + hSi2 — 2^Ps — fi^S^. 

Setzt man 2/e£ =» a und führt eine neue Konstante k ein, so 
gilt bei geeigneter Wahl von P^, P^, P3 die Beziehung: 

{?,?,) = -kS,,. 
Hiernach verlangen die Identitäten (P^, P „ S , g) und (Pj, P j, S, j), 
dafs ist: (P.Pi) = - kS,i, (P,P,) kSi,. 

Zu den Gleichungen (11) kommen also hinzu: 

(12) (PaP;9) = — kS«^. 
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18. Nachdem wir durch die vorangehende Untersuchung den 
Bau aller Gruppen gefunden haben, welche den aufgestellten For- 
derungen genügen, erübrigt nur noch, die Komponenten ihrer 
infinitesimalen Transformationen zu ermitteln. Bei der Lösung 
dieser Aufgabe mufs es uns darauf ankommen, die Variabein so 
zu wählen, dafs die Ausdrücke für die Komponenten möglichst 
einfach werden. Um dies Ziel zu erreichen, können wir, abge- 
sehen von der zuletzt gefundenen Gruppe, ein einheitliches Ver- 
fahren zu Grunde legen, das wir in aller Kürze darlegen wollen. 

Wir denken uns die drei aus P^, P^, Pg hervorgehenden 
eingliedrigen Gruppen bei beliebiger Wahl der Variabein in end- 
licher Form dargestellt; es seien dies der Reihe nach die Gruppen 

yx' = 9^x (yi, 72, Ya; tj 
yx' = v^x (yi, y^, yg; tj 

y* ^x^f (Yiy y2> ys; U)> 

wo wir den Parameter jedesmal so gewählt denken, dafs bei 
seinem Verschwinden die identische Transformation erhalten wird. 
Auch soll die Vereinigung der zu tA und zu ix' gehörenden 
Transformationen zu derjenigen Transformation führen, welche 
den Parameter tA + tA' hat. Dabei wollen wir nur annehmen, 
dafs der in der ganzen Untersuchung bevorzugte Nullpunkt auch 
wieder durch das Wertsystem (0, 0, 0) dargestellt wird. Nennen 
wir die Linie, in der ein Punkt durch die Transformationen einer 
eingliedrigen Gruppe bewegt wird, seine BahnHnie, so können 
wir sagen, dafs jede Bahnlinie durch die eingliedrige Gruppe in 
sich verschoben wird. Da aber der Annahme nach die aus P^, 
Pg, Pg hervorgehenden endlichen Transformationen den Null- 
punkt in jeden Punkt seiner Umgebung überfuhren, so können 
in der Umgebung dieses Punktes niemals zwei Bahnlinien zu- 
sammenfallen, welche von irgend zwei verschiedenen unter dea 
angegebenen drei eingliedrigen Gruppen erzeug:t werden. 

Um die neuen Koordinaten zu erhalten, legen wir dem Null- 
punkt wieder das Wertsystem Xi=X2 = X3 = bei und be- 
trachten diejenige Linie, in der dieser Punkt bei der aus Pg 
hervorgehenden eingliedrigen Gruppe yx' =Xx (yi, yg. ys^ ^g) 
bewegt wird. Für alle Punkte dieser Linie soll x^ =X2=»0 sein, 
während die dritte Variabele xg den Wert tg für denjenigen Punkt 
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erhalten soll, in den der Nullpunkt durch die zum Parameter ts 
gehörende Transformation übergeführt wird. 

Jetzt betrachten wir die aus P^ hervorgehende eingliedrige 
Gruppe: y «' = tpx(yi, yjj, Ysl tj. Da diese den Punkt (0, 0, x,) 
in einer Linie bewegt, welche von der Linie x^ — x, — ver- 
schieden ist, so erlangt dieser Punkt durch die zum Parameter 
tj gehörende Transformation für einen von null verschiedenen 
Wert von t^ eine Lage, welche der Linie x^ = Xg = nicht 
angehört. Wir setzen fest, dafs für die neue Lage sich der Wert 
von Xg nicht ändert, dafs aber Xj^-tg, x^^O wird. Indem 
wir diese Festsetzung für alle Wertsysteme treffen, die dem ab- 
soluten Betrage nach unter einer gewissen Gröfse bleiben, können 
wir allen Punkten der Fläche x^ = 0, die in der Umgebung des 
Nullpunktes liegen, auf eindeutige Weise Wertsysteme (x^, Xg) 
zuordnen. 

Endlich gehen wir zu der durch P^ erzeugten Gruppe: 
yx == 9>x (yi, y^y Ysl ^i) über. Für einen von null verschiedenen 
Wert von t^ wird der Punkt, in den der Punkt (0, x^, Xg) über- 
geht, der Fläche x^ =» nicht angehören. Wir setzen fest, dafs 
für die neue Lage die Variabein x^ und Xg ihren Wert nicht 
ändern, dafs dagegen x^ = t^ werde. 

Hierdurch ist jedem Punkte in einer gewissen Umgebung des 
Nullpunktes ein bestimmtes Wertsystem (x^, Xg, Xg) zugeordnet. 
In diesen Variabein wird allgemein Pi = Pi, dagegen P^ = p^ 
für Xj = und Pg = pg für x^ = Xg = 0. 

19. Diese Wahl der Veränderlichen empfiehlt sich besonders, 
wenn die Transformationen P^, P^, Pg mit einander vertauschbar 
sind. Dann verlangen wegen des angegebenen Wertes von P^ 
die Beziehungen (PiPg) = und (PjPg) = 0, dafs P^ und Pg 
von Xj unabhängig sind. Es mufs also auch Pg *=* P2 ^^^ dem- 
nach infolge der Gleichung (PgPs) =■ auch Pg==»pg sein. Die 
weiteren infinitesimalen Transformationen lassen sich aus den 
Ausdrücken fiir (PaX) unter Berücksichtigung ihrer Ordnung 
leicht ermitteln; bei den in den Nummern il, 12, 13 behandelten 
Gruppen erhält man den vollständigen Ausdruck, indem man sich 
auf die Glieder der niedrigsten Dimension beschränkt, und da 
diese oben bereits angegeben sind, kann man die Formen un- 
mittelbar niederschreiben. Auch die Ermittlung der Invariante 
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macht keine Schwierigkeit; da sie eine blofse Funktion aus den 
Differenzen xi — xi', X2 — X2', xs — X3' wird, setzen wir für 
€t «=» 1, 2, 3 jedesmal x« — x«' = u«. 

Für die in 11. behandelte Gruppe wird 

U — Xipi + xgp, + X3P8, Saß — Xöp^ — x/?pa; 
sie hat keine Invariante zwischen zwei Wertsystemen. 

Die Gruppe in 12. wird durch die Transformationen be- 
stimmt: 

Pl, Pi, Ps, Xipi +X2P2 +XsP8, 

ai (x2p3 — XSP2) + ag (xapi — Xips) + as (xipj — xjpi); 
ihre Invariante ist: 

(agUs — agUg)' + (asUi — ^i^sV + (^lUg --" agUi)' 

(ajUi + agUjj + agUg)« 

Für die zehngliedrige Gruppe, die wir in 13. angegeben 
haben, wird 

U = XiPi + X2P2 + XgPs, Saß = xap/? — xßpa, 
Va = 2xa -SpxXx — pa 2xx *; 

auch in ihr besteht zwischen zwei Wertsystemen keine Invariante. 

Noch möge bemerkt werden, dafs bei einem verschwindenden 
Werte von k für die in 17. mitgeteilte Gruppe P« = pa. 
Saß = xa p^ -— x^ pa wird, und dafs die Invariante alsdann gleich 
ist u| + u| + u§. 

20. Bei den drei in den Nummern 14, 15, 16 behandelten 
Gruppen haben wir Q^, Q^? Q3 ^^^ ^^ Transformationen nuUter 
Ordnung zu Grunde gelegt. Da diese vertauschbar sind, dürfen 
wir wieder Qa — p« setzen. Dann wird für die erste dieser 
Gruppen, wenn man co = — 1 setzt und die weitere darin vor- 
kommende Konstante a nennt: 

U = X^Pl -f XgP2 + XgPg, S — XiPi — XgPg, 

S' — axiPg + Xjjpg; 

auch hier giebt es keine invariante Beziehung zwischen zwei 
Wertsystemen. 

Die zweite Gruppe wird durch die Transformationen erzeugt : 

Pi> P2> Psy Ci^iPi + CgX^Pa + CgXgPg, e^x^Pg -f e^x^pg, 
wo wieder 2c2 — c^ -f Cg, 2e2 — Cg — c^ ist; die Invariante 
kann durch eine leichte Umänderung in die Form gebracht werden: 

"i^ (uf + 2uiUg). 
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Die in 16. behandelte Gruppe hat die folgenden sechs von 
einander unabhängigen Transformationen: 

Pi» P2> Psy 2xip, +x,P2, 2xiPg +x,p3, 
4xi«Pi +4xiX2Pj +Xjj«P3, 
und die Invariante: 

4u^U8j- u^ 

21. Weit schwieriger ist es, die infinitesimalen Transforma- 
tionen der in 17. aufgestellten Gruppe für einen von null ver- 
schiedenen Wert von k zu ermitteln. Am einfachsten wird die 
Herleitung, wenn man einen allgemeinen Satz Lies benutzt, nach 
welchem alle Gruppen von der angegebenen Struktur ähnlich sind. 
Wenn wir diesen Satz als richtig voraussetzen, giebt es nach 
Wahl der Variabein nur eine einzige Gruppe, die in der mitge- 
teilten Weise gebaut ist. Um aber die Variabein so auszuwählen, 
dafs die Ausdrücke für die infinitesimalen Transformationen em- 
fach und symmetrisch werden, können wir folgende Erwägung 
ansteUen. 

Die zehn Transformationen px, xx pA — xa p« für x, 2 = 0, 
1, 2, 3 bestimmen diejenige Gruppe in vier Variabein, welche 
der starren Bewegung eines euklidischen vierdimensionalen Raumes 
entspricht. Beschränken wir uns auf die Gruppe, welche durch 
die sechs letzten Transformationen erzeugt wird, so erhalten wir 
hur diejenigen Bewegungen, bei denen der Anfangspunkt in Ruhe 
verbleibt. Dabei wird jedes dreidimensionale Gebilde in sich ver- 
schoben, welches bei beliebigem Werte von a der Gleichung 

genügt: 

xj + xf + x| -f x| — a2. 

Jetzt betrachten wir nur die Bewegung eines solchen Ge- 
bildes in sich. Die einzelnen Punkte desselben sind, falls wir uns 
auf einen gewissen Bereich beschränken, durch die Variabein Xj, 
Xg, Xg eindeutig bestimmt; wir können aber auch allgemein Xo 

durch die Gleichung: xo==Ka2 — xf — x| — x| eindeutig gegeben 
denken, wofern wir stetigen Änderungen von x^, Xg, Xg auch 
stetige Änderungen von xo entsprechen lassen. Jetzt dürfen wir 
für die Änderungen von Xj, Xg, Xg die sechs Transformationen 
zu Grunde legen: 
PiXo> ?2^Qy Ps^o. XgPa — Xgp^, XgP^ — x^pg, x^p, — x^p^. 
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Hier sind die drei ersten Transformationen von der nullten, 
die drei letzten von der ersten Ordnung. Soll' in den ersten die 
Entwicklung der Reihe nach mit pj, pg, P3 beginnen, so mufs 
a= 1 sein und dem Wurzelzeichen für kleine Werte von x^, 
Xg, Xg sein positiver Wert beigelegt werden. Setzen wir unter 
dieser Annahme 

(13) P« = p« Xo, Saß = X« p^ — ^ß?cc, 

so wird (PaP/9) = — S«/?, (PaS«^) = Pß, (SaßSßy) = Say. 

Das sind aber für k = 1 dieselben Beziehungen, die wir in 
Nr. 17 angegeben haben. 

Demnach liegt es nahe, für einen beliebigen Wert von k die 
Formen (13) beizubehalten, jedoch 

(14) Xo="Kl"^k"örf +x|+xi) 

zu setzen. Dann wird aber die vorangehende Darlegung ganz 
überflüssig, da man sofort sieht, dafs bei dieser Festsetzung die 
Gleichungen (11) und (12) gelten. 

Indessen müssen wir wünschen, uns ohne die Voraussetzung 
des angeführten Lieschen Satzes davon überzeugen zu können, 
dafs dem angegebenen Bau nur eine einzige Gruppe genügt. Das 
können wir, wenn wir eine umfangreiche Rechnung nicht scheuen, 
auf folgendem Wege erreichen. 

Wir legen für Pi, P», P« die in 18. angegebene Form zu 
Grunde, drücken also P2 und P3 vermittelst unbekannter Funktionen 
aus, die nur den dort geforderten Bedingungen genügen. Dann 
lassen sich wegen der Beziehungen {PaPß) === — kSaß auch die 
Transformationen Saß vermittelst dieser Funktionen darstellen. 
Nun leite man aus den Gleichungen für (P«SxA) Differential- 
gleichungen her, denen die unbekannten Funktionen genügen 
müssen. Unter Berücksichtigung derjenigen Ausdrücke, in welche 
P2 für xi = und P3 für Xi = X2 = übergeht, finden wir 
eine einzie Lösung. Nachdem wir uns durch diese Rechnung über- 
zeugt haben, dafs alle Gruppen, die auf diese Weise gebaut sind, 
durch Einführung neuer Variabein in einander übergeführt werden 
können, dürfen wir ohne Beweis von der durch die Gleichungen 
(13) und (14) bestimmten Form ausgehen, da diese offenbar den 
gestellten Bedingungen genügt. 
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Hiermit können wir unsere analytischen Entwicklungen be- 
endigen; die dargelegten Sätze genügen für die Anwendungen, 
welche wir im folgenden von der Theorie der Transformations- 
Gruppen machen wollen. 

§7. 

Zusammenhang zwisohen den allgemeinen Baumformen 
und den Transformations-Gruppen. 

1 . Wir haben bereits im vorigen Abschnitt darauf hingewiesen, 
dafs es grofse Schwierigkeit bietet, die Folgerungen aus den dort 
(VII § 11 S. 237) angegebenen Grundsätzen auch nur so weit zu 
verfolgen, dafs wir einen Überblick über alle verschiedenen Raum- 
formen gewinnen. Dagegen wird uns die Untersuchung wesentlich 
erleichtert, wenn wir die Analysis für die Theorie der Raumformen 
nutzbar machen können. Wir können daher versucht sein, rein 
axiomatisch vorauszusetzen, dafs es gestattet ist, allen Punkten eines 
n-dimensionalen Raumes eine n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
von Zahlgröfsen zuzuordnen und die verschiedenen Lagen desselben 
Körpers durch analytische Formeln darzustellen.*^) Da bei diesem 
Verfahren unsere Grundsätze in Kraft bleiben, so sind wir sicher, 
dafs alle Möglichkeiten, zu denen wir alsdann auf analytischem 
Wege gelangen, unsern Grundsätzen genügen. Wir erhalten also 
eine Reihe von allgemeinen Raumformen und gewinnen dadurch 
einen tiefern Einblick in die Theorie, als die blofse Weiterführung 
der am Ende des vorigen Abschnitts begonnenen Untersuchung 
gestattet. Die analytische Darstellung eröffnet uns nämlich mit 
Leichtigkeit ein sehr weites Gebiet, dessen einzelne Systeme im 
uneigentlichen Sinne als Raumformen zu bezeichnen sind. Nach- 
dem wir aber den allgemeinen Begriff der Raumformen aufgestellt 
haben, mufs es unsere erste Aufgabe sein, ihn durch zahlreiche 
Beispiele zu erläutern, und die Lösung dieser Aufgabe wnrd uns 
durch die Anwendung der Analysis überaus leicht gemacht. 

2. Immerhin ist es nicht ohne Interesse, die Frage beant- 
worten zu können, ob es Raumformen giebt, die sich der ana- 
lytischen Behandlung ganz entziehen. Diese Frage mufs verneint 
werden, sobald es gelingt, in aller Strenge von unseren Grund- 
sätzen aus zu einer analytischen Darstellung zu gelangen. Leider 
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ist dazu augenblicklich wenig Aussicht vorhanden. Wir müssen 
uns also damit begnügen, zu unseren Grundsätzen einige weitere 
Annahmen hinzuzufügen, welche sich ihrem Charakter nach ihnen 
anschliefsen und mit deren Hilfe es möglich wird, den n-dimen- 
sionalen Raum mit einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit in 
Zusammenhang zu bringen. Wir wollen im folgenden versuchen, 
diese Aufgabe zu lösen.*®) Freilich müssen wir es uns versagen, 
den Weg in voller Ausführlichkeit darzulegen, da wir einerseits 
den Umfang unseres Werkes nicht übermäfsig vergröfsern dürfen, 
andererseits zu befürchten steht, das Interesse an dieser Frage 
sei nicht so grofs, dafs viele Leser eine eingehende Darlegung 
in allen Einzelheiten verfolgen würden. Immerhin hoffen wir, 
dafs es uns gelingt, die wichtigsten Punkte hervortreten zu lassen. 
3. Wir benutzen einen beliebigen Körper k und denken uns 
in seinem Innern einen Punkt Jt bestimmt. Dem Raumpunkt, 
welchen der Punkt jr in der Anfangslage Ao des Körpers deckt, 
ordnen wir das Wertsystem (0, ... 0) zu, setzen also fest, dafs 
für ihn alle Gröfsen xi, X2 . . . Xn verschwinden. Jetzt betrachten 
wir eine zweite Lage Ai des Körpers k, welche folgenden For- 
derungen genügt: a) der vom Punkte jt in der zweiten Lage 
gedeckte Ort soll von seiner Anfangslage verschieden sein; b) die 
zweite Lage dieses Punktes soll innerhalb des Raumes liegen, 
den der Körper in der Anfangslage einnimmt. (Dafs die zweite 
Forderung nicht wesentlich ist, da es gestattet ist, den Körper k 
durch einen anderen Körper zu ersetzen, brauchen wir nicht zu 
erwähnen.) Dann ist es möglich, um den Punkt jt einen Teil 
kl des Körpers k derart abzugrenzen, dafs er auch in der Lage 
Ai einen Raumteil deckt, den ein anderer Teil k2 von k in der 
Anfangslage einnimmt. Die von den kongruenten Körperteilen 
kl und kg in der Anfangslage Ao eingenommenen Raumteile 
nennen wir Bo und Bi. Bringt man jetzt, der Lage Ai ent- 
sprechend, den Körperteil ki in die Deckung mitBi, wobei wir, 
wie auch stets im folgenden, den im Anschlufs an den siebenten 
Grundsatz entwickelten strengen BegriflF der Kongruenz festhalten, 
so giebt es einen ganz bestimmten Raumteil Bj, welcher alsdann 
von kg eingenommen wird. Wiederum kann man ki in die 
Lage Bg bringen und dadurch unter Benutzung des Teiles kg 
einen Raumteil Bg eindeutig bestimmen. In dieser Weise ist es 
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gestattet, fortzufahren und jeder beliebigen ganzen positiven Zahl 

V einen bestimmten mit Bo kongruenten Raumteil Bv zuzuordnen. 
Umgekehrt kann man auch den Körperteil k, in die Lage Bj 
bringen; dabei wird ki eine Lage B.i erhalten. Da man mit 
dem neuen Raumteil auch wieder k, zur Deckung bringen kann; 
ist eine Methode gewonnen, welche jeder negativen ganzen Zahl 

V eine feste Lage Bv zuordnet. Deckt der Körper ki einen Raum- 
teil ßv, so nimmt der Punkt x einen bestimmten Ort ein, und 
für diesen soll die Variabele xi den Wert v erhalten, während 
alle anderen Variabein xg . . . Xn den Wert null beibehalten. 

4. Die Möglichkeit, auch den Zahlen, deren Nenner gleich 
zwei ist, bestimmte Punkte zuzuordnen, würde sich unmittelbar 
ergeben, wenn man unter Beibehaltung der soeben benutzten 
Raumteile Bo und Bi folgenden Satz beweisen könnte: 

»Es giebt im Körper k einen, und zwar einen einzigen, mit 

kl kongruenten Teil k', der zugleich in die Lage Bi gelangt, 

wenn kl in die Anfangslage Bi des Teiles k' gebracht wird.« 

1 

Man kann diesem Satze auch folgenden Ausspruch geben: 

»Sind A und B irgend zwei Lagen desselben Körpers, so 
giebt es eine einzige dritte Lage C dieses Körpers von der Eigen- 
schaft, dafs ein mit dem Körper fest verbundener zweiter Körper, 
der in der ersten Lage des ersten Körpers den Raum C deckt, 
die Lage B erhält, sobald der erste Körper in die Lage C ge- 
bracht wird.« 

Bisher ist es freilich nicht möglich gewesen, diesen Satz in 
voller Strenge zu beweisen; gewisse Betrachtungen, auf die wir 
hier nicht eingehen möchten, lassen es aber nicht als unmöglich 
erscheinen, dafs er sich aus unseren Grundsätzen herleiten läfst. 
Setzen wir seine Richtigkeit voraus, so ergiebt sich nicht nur auf 
demselben Wege, der uns vorhin gestattete, jeder ganzen Zahl v 
eine feste Lage Bv zuzuordnen, die Möglichkeit, dasselbe für alle 
Zahlen durchzuführen, deren Nenner gleich zwei ist, sondern wir 
können auch bei Wiederholung desselben Prozesses, die uns auf 
die Lagen Bi , Bi ... führt, für die Variabele Xi zu allen Zahlen 

gelangen, deren Nenner eine beliebige Potenz von zw^ei ist. In- 
dessen bleiben wir auch jetzt noch immer bei diskreten Punkten ; 
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wollen wir zu den Punkten einer Linie gelangen, so müssen wir 
etwa folgenden Satz voraussetzen: 

»Wie wir auch immer vom Körper k Teile 1, T . . . ab- 
getrennt haben, läfst sich durch Wiederholung des Prozesses, der 
uns von den Lagen Bo und Bi zu einem Raumteil Bi geführt 

hat, eine Lage B i bestimmen, in welcher jeder der Teile l, 1' . , . 

in teilweiser Deckung mit seiner Anfangslage ist.« 

Ein solcher Satz würde bereits das Archimedische Princip 
als richtig voraussetzen. Mit seiner Hilfe fällt es nicht schwer, 
auch den irrationalen Werten von Xi bestimmte Punkte zuzu- 
weisen und zu zeigen, dafs sie eine stetige Mannigfaltigkeit bilden. 
Die Benutzung der im zweiten Paragraphen des dritten Abschnittes 
(B. 1. S. 168 — 172) dargelegten allgemeinen Gesetze ermöglicht 
es uns aber, zu beweisen, dafs die Punkte einer Linie angehören^ 
und dafs der Prozefs nicht auf ein mehrfach ausgedehntes Ge- 
bilde, etwa eine Fläche, führt. 

5. Nachdem es auf dem angedeuteten oder irgend einem 
anderen Wege möglich geworden ist, eine Linie zu finden, für 
welche die Variabein x^, Xg ... Xn einen verschwindenden Wert 
annehmen, und die einzelnen Punkte der Linie durch die Werte 
der Variabein xi zu bestimmen, macht es kaum noch Schwierig- 
keit, allen in der Umgebung des Nullpunktes gelegenen Punkten 
Wertsysteme zuzuordnen. 

Um jetzt allen Punkten einer (endlichen) Fläche in ähnlicher 
Weise Wertsysteme zuzuordnen, braucht man nur eine weitere 
Lage Gl des Körpers k in Betracht zu ziehen, bei der der Punkt 
Jt nicht in die Linie (xg . . . = Xn «= 0) hineinfällt. Diese neue 
Lage in Verbindung mit der Anfangslage Ao gestattet wieder auf 
eindeutige Weise, jeder beliebigen Zahl v eine bestimmte Lage Cv 
zuzuordnen. Es ist nun nachzuweisen, dafs, solange man von 
der Linie (xg =■ . . . = Xn — 0) ein Stück abgrenzt, das in einer 
gewissen Umgebung des Nullpunktes liegt, und zugleich den ab- 
soluten Betrag der Zahl v hinreichend klein bleiben läfst, die 
Punkte des abgegrenzten Linienstückes in keiner Lage Cv, welche 
einer von null verschiedenen Zahl v entspricht, in die Linie 
(xg == . . . =a Xn =» 0) zu liegen kommen; mit anderen Worten: 
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bei geeigneter Beschränkung der Bereiche für xi' und v kann 
man erreichen, dafs derjenige Punkt des bewegten Körpers, wel- 
cher in der Anfangslage den Raumpunkt (xi ', . . . 0) deckt, bei 
der Lage Cv nur für j; =■ in die genannte Linie hineinfällt. 
Wir dürfen daher dem von diesem Punkte in der Lage Cv ge- 
deckten Orte das Wert System (Xi=Xi', Xg— »V, X3=...— »Xn=»0) 

zuordnen. Die Gesamtheit der auf diesem Wege erhaltenen Punkte 
bildet, wie sich ohne Schwierigkeit beweisen lassen dürfte, eine 
Fläche, aber kein drei- oder mehrfach ausgedehntes Raumgebilde. 

Wie man auf diesem Wege weiter fortschreitet, bedarf wohl 
keiner Darlegung; wir erkennen, dafs es möglich ist, allen Punkten, 
die in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes liegen, die Wert- 
systeme einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit von Zahlen 
Xj, Xg . . . Xn zuzuweisen. 

6. Nachdem wir jedem Punkte, der in einem gewissen Be- 
reiche liegt, ein bestimmtes Wertsystem oder, wie wir lieber 
sagen, n Koordinatenwerte zugeordnet haben, betrachten wir 
wieder zwei Lagen desselben festen Körpers. Derjenige Punkt 
desselben, welcher in der ersten Lage den Raumpunkt (xi . . . x,,) 
deckt, möge in der zweiten Lage mit dem Raumpunkt (yi . . . y») 
zusammenfallen. Indem wir hiernach dem Punkte (x) den Punkt 
(y) entsprechen lassen, ist eine Beziehung aller Punkte, die der 
Körper in der ersten Lage deckt, zu denjenigen Punkten fest- 
gesetzt, welche der Körper in der zweiten Lage einnimmt; die 
Punkte (x) sind in die Punkte (y) transformiert. Solange wir 
die Wertsysteme (x) nur auf solche Punkte beschränken, welche 
dem Körper in seiner ersten Lage angehören, kann jedem ein- 
zelnen Wertsystem (x) nur ein einziges Wertsystem (y) ent- 
sprechen; die Transformation ist eindeutig. Trennen wir vom 
Körper einen beliebigen Teil ab und beschränken uns auf solche 
Punkte (x), welche diesem Teile in der ersten Lage des Körpers 
angehören, so müssen die entsprechenden Punkte (y) demselben 
Teile in seiner zweiten Lage angehören. Jeder kontinuierlichen 
Mannigfaltigkeit (x) entspricht also eine kontinuierliche Mannig- 
faltigkeit (y); der Transformation mufs die Stetigkeit beigelegt 
werden. Wir nehmen jetzt noch an, dafs die Transformation 
auch auf analytischem Wege darstellbar sei, dafs wir somit setzen 
dürfen : yx = fx (xi . . . Xn) (x = 1 . . . n). 
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7. Wir können aber auch die stetige Folge von Lagen Ver- 
änderungen ins Auge fassen, welche bei einer Bewegung vor sich 
geht. Um diese analytisch darzustellen, können wir jeder ein- 
zelnen Lage eine gewisse Zahl zuordnen und festsetzen, dafs 
jedesmal der späteren Lage eine gröfsere Zahl entspricht. Das- 
selbe kann erreicht werden, wenn es gelingt, die Zeit durch eine 
einfach unendliche Zahlenmannigfaltigkeit darzustellen. Man thut 
aber besser, die in 4. durchgeführte Untersuchung für unsern 
Zweck nutzbar zu machen; statt eine beliebige Bewegung eines 
Körpers zu betrachten, leiten wir aus zwei Lagen eine einfach 
unendliche Folge von Lagen in der Weise her, dafs jede einzelne 
unter ihnen durch eine Zahl bestimmt ist, und dafs die Folge 
der Zahlen und die der Lagen einander eindeutig entsprechen. 
Will man aber die Beziehung der in der Lage u gedeckten Ko- 
ordinaten (y) zu den Anfangskoordinaten (x) anal3rtisch darstellen, 
so mufs man die Funktionen nicht blofs von xi . . . x„, sondern 
auch von der neuen Variabelu u abhangen lassen; wir setzen 

daher : 

yx = tpx (xi . . . Xn; u) (x = 1 . . . n). 

Entspricht dem Werte u = die Anfangslage, so mufs für 
u = auch yi = Xi . . . yn = Xn sein; oder es ist: 

IpX (Xi . . . Xn; 0) = X;? (x = 1 . . . u). 

8. In ähnlicher Weise kann man alle verschiedenen Lagen 
in Betracht ziehen, welche der zu Grunde gelegte feste Körper 
annehmen kann. Alle diese Lagen mögen von einer gewissen 
Zahl r von veränderlichen Gröfsen ui . . . Ur abhängig gemacht 
sein. Dafs diese Zahl auch unendlich grofs sein kann, soll hier 
nicht weiter betrachtet werden; wir dürfen es dem Leser über- 
lassen, sich von den Änderungen, welche an den folgenden Dar- 
legungen für einen unendlich grofsen Wert von r nötig werden, 
selbst Rechenschaft zu geben. Was die Wahl der Gröfsen Ui . . . Ur, 
der Parameter, anbetrifft, so müssen wir voraussetzen, dafs jeder 
stetigen Folge von verschiedenen Lagen desselben Körpers auch 
eine stetige Mannigfaltigkeit von Wertsystemen (ui . . . Up) ent- 
spricht. Um zu einer speciellen Wahl dieser Art zu gelangen, 
können wir wieder die in 4. durchgeführte Untersuchung berück- 
sichtigen; wir erkennen dabei, dafs die dort gemachten Voraus- 
setzungen auch für den vorliegenden Zweck genügen. 
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Nachdem in geeigneter Weise die Parameter Ui ... Ur ge- 
wählt sind, wird die Gesamtheit der verschiedenen Lagen des- 
selben Körpers durch ein System von Transformationen 

(l) Vx »= 9>x (xi . . . x„; Ui . . . Ur) (x = 1 . . . n) 
dargestellt. Hierbei werden die Parameter als wesentlich voraus- 
gesetzt; wir verlangen nämlich, dafs sie sich nicht auf eine ge- 
ringere Zahl zurückfuhren lassen. Auch sollen sie im folgenden 
stets so gewählt werden, dafs dem Wertsystem u^ -= Ug = . . . 
=Ur=0 die Anfangslage des Körpers entspricht; dann mufs sein: 

(2) xjc = 9)x (xi . . . Xn; 0. . . 0); (x = 1 . . . n) 
wir sagen, das System enthalte die identische Transformation. 

Eine weitere Eigenschaft des Systems ergiebt sich durch 
folgende Betrachtung: Ist der Körper aus der Anfangslage in die- 
jenige Lage übergeführt, welche durch das Wertsystem (ui . . .Ur) 
bestimmt wird, so kann man ihn auch aus dieser Lage in die 
Anfangslage durch eine Bewegung zurückführen; man kann also 
auch von den Gröfsen yi . . . yn aus durch eine dem System 
angehörende Transformation die Variabein Xi . . . Xn gewinnen. 
Mit anderen Worten : Wenn die Variabein (y) aus den Variabein 
(x) flir irgend ein Wertsystem (u) der Parameter vermittelst der 
Gleichungen (1) hergeleitet sind, so giebt es jedesmal ein System 
(vi . . . Vr) der Parameter, für welches sich die Gröfsen (x) in 
ganz entsprechender Weise vermittelst der Gröfsen (y) darstellen 
lassen; oder mit den Gleichungen (1) sind jedesmal die Glei- 
chungen 

xx = g)x (yi . . . yn; Vi . . . Vr) (x = 1 . . . n) 
für zu bestimmende Werte von vi . . . Vr verbunden. Das System 
der Transformationen ist demnach umkehrbar; es enthält zu jeder 
Transformation auch die inverse. Wie die Erweiterung der in 
4. angestellten Betrachtung zeigt, kann man die Parameter Ui . . . u r 
stets so wählen, dafs die Gröfsen Ux und vx, welche zu inversen 
Transformationen gehören, in der Beziehung stehen: 

Ui + Vi = . . . Ur + Vr = 0. 

9. Unser dritter Grundsatz führt uns auf eine besonders 
wichtige Eigenschaft dieses Systems von Transformationen. Nach- 
dem die Beziehung zwischen der ersten und zweiten Lage des- 
selben Körpers durch die Gleichung (1) bestimmt ist, wo die 
Gröfsen Ui . . . u, feste, die Gröfsen Xi . . . Xn veränderliche Werte 
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annehmen, denke ich mir einen zweiten Körper, der mit dem 
ersten kongruent ist und dessen Anfangslage mit der zweiten 
Lage des ersten Körpers identisch ist. Dann werden die einzelnen 
Punkte dieses Körpers durch die Variabebi yi . . . yn bestimmt. 
Gebe ich diesem Körper irgend eine neue Lage und bestimme 
ich die hierbei eingenommenen Örter der einzelnen Punkte des 
Körpers durch die Variabein Zi . . . Zn, so kommt dies darauf 
hinaus, in den Gleichungen (1) die y« durch Zx, die x« durch y^ 
zu ersetzen und statt (ui . . . Ur) andere Parameter (vi . . . Vr) 
ZU wählen; es müssen also die Gleichungen bestehen: 

(3) Zx = 9x (yi . . . yn; Vi . . . Vr). 

Nun kann ich aber den ersten Körper in jede Lage bringen, 
welche der zweite annimmt; es mufs also möglich sein, neue 
Parameter (wi . . . Wr) derartig zu bestimmen, dafs man mit ihrer 
Hilfe von den Variabein (x) zu den Variabein (z) gelangt. Mit 
den Gleichungen (1) und (3) müssen jedesmal die Gleichungen 
verbunden sein: 

(4) Zx = 9)jc (Xi ... Xn; Wi . . • Wr), 

wo die wi . . . Wr blofse Funktionen von Ui . . . u, und vi . . . Vr 
sind. Wollen wir diese Eigenschaft rein analytisch aussprechen, 
so können wir sagen: Sind vermittelst der Gleichungen (1) für 
ein festes System (u) der Parameter die Variabein (x) in die (y) 
übergeführt, wendet man auf die Variabein (y) eine Transfor- 
mation (3) des Systems an, welche durch die Parameter Vj ...Vr 
bestimmt ist, und gelangt man dadurch zu den Werten (z), so 
führt die Elimination der Variabein (y) auf eine Beziehung zwischen 
den Variabein (x) und (z), welche wiederum eine Transformation 
unseres Systems ist und nur von neuen Parametern abhängt. 
Unsere Transformationen bilden also im Lieschen Sinne eine 
Gruppe und wegen der vorausgesetzten Stetigkeit eine stetige 
Transformations- Gruppe. 

10. Der vierte Grundsatz verlangt, dafs jeder Punkt eines 
Körpers mit jedem Punkte des Raumes zur Deckung gebracht 
werden kann; demnach sind nur die transitiven Gruppen geeignet, 
die Bewegung in einer Raumform darzustellen. 

Was die weitere analytische Behandlung betrifft, so brauchen 
wir nicht daran zu erinnern, dafs es von vornherein als notwendig 
erscheint, die ganze Untersuchung auf einen gewissen Bereich zu 

Killingr, Grandlagen der Geometrie. II. 21 
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beschränken; die schon früher bevorzugte Methode, zunächst die 
Gesetze für ein endliches, allseitig begrenztes Gebiet herzuleiten 
und erst später zur unbegrenzten Erweiterung überzugehen, er- 
weist sich hier geradezu als allein berechtigt. 

Bei den folgenden Anwendungen der Transformations-Gruppen 
auf die allgemeinen Raumformen müssen wir für die Funktionen, 
welche in den Gleichungen (1) auftreten, die DiflFerentiierbarkeit 
voraussetzen und annehmen, dafs sie in gewöhnliche Potenzreihen 
entwickelt werden können, da sich die früher gefundenen Re- 
sultate auf diese beiden Annahmen stützen. Ob diese Forderung 
neue Annahmen nötig macht, läfst sich nicht übersehen. 

11. Wie jede Raumform unter den gemachten Voraus- 
setzungen auf eine Transformations-Gruppe führt, kann umgekehrt 
jede stetige transitive Gruppe von Transformationen als Raum- 
form im allgemeinen Sinne aufgefafst werden. Zwar haben wir 
erkannt, dafs eine Gruppe, welche zur Darstellung einer Raum- 
form geeignet sein soll, die identische Transformation enthalten 
mufs; indessen liegt hierin keine Beschränkung, wie wir in § 1 
erwähnen konnten; es ist also nicht notwendig, neben der Tran- 
sivität auch diese Eigenschaft der Gruppe eigens beizulegen. 

Wenn die Gruppe in n Variabein transitiv ist, so können 
wir immer ein Wertsystem finden, welches in alle Wertsysteme 
seiner Umgebung transformiert werden kann; es giebt daher einen 
endlichen Bereich, für dessen Wertsysteme die gleiche Eigenschaft 
gilt. Von einem solchen Gebiete gehen wir aus und beschränken 
es, wenn das nötig sein sollte, durch die weitere Forderung, dafs 
auch alle der Gruppe angehörenden Transformationen eindeutig 
bleiben, wofern man diesen Bereich nicht verläfst. Eine stetige 
u-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Wertsystemen, die einen 
Teil des ausgewählten Gebietes bildet, nennen wir einen Raum- 
teil oder auch einen Raum im Sinne unserer Grundsätze. Machen 
wir die Parameter der Gruppe in stetiger Weise abhängig von 
einer einzigen Variabein, so entsteht eine kontinuierliche Folge 
von Transformationen, welche als eine Bewegung bezeichnet wird. 
Nach diesen Festsetzungen werden alle Gesetze befriedigt, welche 
durch unsere Grundsätze ausgesprochen werden; wir dürfen also 
sagen, die Gruppe stelle eine Raumform dar. Wir brauchen 
diesen Gedanken nicht weiter durchzuführen; es genügt, auf die 
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im Anfange von VII § 11 (S. 232 ff.) angegebenen Beispiele 
zu verweisen. 

12. Um jetzt zu allen Raumformen zu gelangen, welche eine 
analytische Behandlung zulassen, brauchen wir nur alle transitiven 
Gruppen aufzusuchen. Dafs das neue Problem bedeutend ein- 
facher ist als das ursprüngliche, erkennen wir schon, wenn wir 
uns auf die kleinsten Zahlen von Dimensionen beschränken. Eine 
Gruppe, durch welche eine einzige Variabele transformiert wird, 
kann allerdings unendlich viele Parameter enthalten; ist aber die 
Gliederzahl endlich, so kommen, wie Lie sehr früh nachgewiesen 
hat, alle Transformationen auf projektive Umgestaltungen hinaus; 
die Zahl der Parameter ist höchstens gleich drei; es giebt aber 
auch für eine Variabele ein- und zweigliedrige Gruppen. Lie hat 
aber auch schon die Aufgabe erledigt, für zwei und drei Variabele 
sämtliche Gruppen zu ermitteln, deren Gliederzahl endlich ist; es 
bietet also keine Schwierigkeit, für eine, zwei und drei Dimen- 
sionen alle Raumformen anzugeben, deren Beweglichkeit von einer 
endlichen Zahl von willkürlichen Gröfsen abhängt. Natürlich 
müssen wir hierbei alle Gruppen als identisch auffassen, welche 
im Sinne Lies einander ähnlich sind, welche also durch Einführung 
neuer Variabein in einander übergeführt werden können. Es 
kommt dies darauf hinaus, dafs wir in einer n-dimensionalen 
Raumform die zunächst gewählten Koordinaten xi . . . Xn durch 
beliebige n von einander unabhängige Funktionen g>i (xi . . . Xn) 
. . . 9)n (xi ... Xn) ersetzen können. 

Dabei dürfen wir aber nicht vergessen, dafs die Transfor- 
mations-Gruppen uns nur die Gesetze liefern, welche in einem 
gewissen endlichen Bereiche des Raumes gelten, für die unbe- 
grenzte Erweiterung aber an sich nichts bieten. Es ist, wie wir 
mehrmals gesehen haben, ganz wohl möglich, dafs zwei Raum- 
formen in allen Eigenschaften übereinstimmen, solange man sich 
auf einen gewissen endlichen Bereich beschränkt, dafs sie also 
zu derselben Gruppe gehören, während sie in ihrer ganzen Aus- 
dehnung betrachtet ganz verschiedene Eigenschaften besitzen. 
Demnach mufs man, nachdem man vermittelst der zugehörigen 
Gruppe die Gesetze erforscht hat, die für jeden endlichen, hin- 
reichend begrenzten Bereich gelten, in eine eigene Untersuchung 
darüber eingehen, ob das zu Grunde gelegte Gebiet in verschiedener 

12* 
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Weise erweitert werden könne. Indessen gehört die Durchführung 
dieses Gedankens nicht hierher. Wir sind hier bis zu dem Punkte 
gelangt, zu dem wir unsere allgemeinen Erörterungen führen 
mufeten; wir dürfen also jetzt zu dem Problem übergehen, welches 
uns in den folgenden Untersuchungen beschäftigen soll. Indessen 
glauben wir dem Leser einen Gefallen zu erweisen, wenn wir 
mehrere Raumformen, auf welche wir durch einige besondere 
Gruppen geführt werden, etwas weitläufiger charakterisieren. Die 
wichtigsten Eigenschaften der beiden ersten Raumformen sind 
bereits von Lie*^) angegeben; das dritte Beispiel giebt nur all- 
bekannte Sätze in einer Form, die für den vorliegenden Zweck 
besonders geeignet ist; das letzte Beispiel habe ich früher zu 
einem ganz speciellen Zwecke entwickelt. 

13. Am Schlufs von § 6, 20 (S. 312) haben wir eine früher 
von Lie behandelte Gruppe durch die infinitesimalen Transfor- 
mationen bestimmt: 

(5) pi, Pa, Ps, 2xipi + X2P2, 2xip2 -f xgp«, 
4xfpi -f 4X1X2P2 + xfps. 

Da der Nullpunkt durch die drei ersten Transformationen 
in eine ganz beliebige Lage übergeführt werden kann, so besitzt 
er dieselben Eigenschaften wie jeder andere Punkt des Raumes. 
Bleibt aber der Punkt (0, 0, 0) in Ruhe, so sind noch alle die- 
jenigen Bewegungen möglich, welche der durch die drei letzten 
Transformationen (5) erzeugten Gruppe genügen. Diese Gruppe 
hängt von drei Parametern ab; wollte man aber nur die linearen 
Glieder berücksichtigen, so würde man zu der unrichtigen Mei- 
nung geführt werden, .dafs diese Gruppe nur zwei Parameter 
enthielte. 

In den drei letzten Symbolen (5) werden die Koefficienten 
von pi, Ps, p» gleich null, wenn xi = X2 = gesetzt wird; 
alle Punkte dieser. Linie bleiben also unbewegt, sobald der Null- 
punkt in Ruhe gehalten wird. Die Punkte der Fläche xi = 
erleiden alsdann diejenigen Veränderungen, welche der aus den 
Transformationen X2P2J xjps, xfps hervorgehenden Gruppe ent- 
sprechen; jeder Punkt dieser Fläche, welcher nicht auf der un- 
bewegten Linie liegt, kann in alle Punkte eines zweifach aus- 
gedehnten Gebietes übergeführt werden. Auch jede Fläche 
4xi (xs — c) = x| bleibt bei der Drehung um den Nullpunkt in 
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Deckung mit ihrer Anfangslage. Bei der Ruhe eines Punktes 
wird somit jede Fläche eines Büschels in sich verschoben; alle 
diese Flächen berühren sich längs einer Linie, und alle Punkte 
dieser Linie bleiben unbewegt. 

Von diesen Flächen wird unter Vermittlung der eingeführten 
Koordinaten xi, xg, X3 im euklidischen Räume eine als Ebene, 
die anderen als Kegel zweiter Ordnung abgebildet; der aus den 
Bildflächen bestehende Büschel hat die Eigenschaft, dafs alle seine 
Flächen Kegel sind, die sich längs einer Geraden berühren; jeder 
Punkt der gemeinsamen Tangente ist die Spitze eines Kegels, 
und unter den Kegeln ist einer, der in ein Ebenenpaar zerfällt. 

Soll aufser dem Nullpunkte noch ein zweiter Punkt ai, ag, 
as in Ruhe gehalten werden, so dürfen die Koordinaten ai und 
as nicht beide verschwinden. Natürlich bleibt jetzt auch jeder 
Punkt der Linie Xi = ai , Xg = ^ unbewegt. Diejenige Bewegung, 
welche jetzt noch möglich ist, wird beschrieben durch die ein- 
gliedrige Gruppe, welche aus der Transformation 

(6) 4 (xi — ai) x,pi + (4xiX8 — 2aiX2 — 2a2Xi) p« 

+ (x2 — a«) X2P8 
hervorgeht; jeder einzelne Punkt bewegt sich nur auf einer Linie. 
Nur die Punkte der beiden Linien (xi = xj = 0) und (xi = ai , 
xa -= ag) bleiben in Ruhe. 

Jede Bahnlinie genügt den beiden Gleichungen: 
(7) 4xi (X3 — c) «= x| und 

4 (xi — a,) (xs — c') = (X2 — a,)«, 
wo die Konstanten c und c' durch die Anfangslage des Punktes 
bestimmt werden. Ist für die Anfangslage Xi =^ 0, so mufs die 
erste Gleichung durch xi =» ersetzt werden; in entsprechender 
Weise mufs statt der zweiten Gleichung (7) die Bedingung xi =ai 
erfüllt werden, wenn dies für die Anfangslage gilt. In diesen 
beiden Fällen wird die Bahnlinie durch eine Parabel abgebildet. 
Auch im allgemeinen fallen durch Subtraktion der Gleichungen 
(7) die GHeder zweiter Ordnung weg; der Bahnlinie entspricht 
also immer eine ebene Kurve des euklidischen Raumes. Dafs 
keine dieser Kurven geschlossen ist, leitet man am einfachsten 
aus den Differentialgleichungen her, welche aus dem Symbol (6) 
hervorgehen; nur mufs man beim Beweise die beiden Fälle unter- 
scheiden, dafs ai verschwindet und dafs ai von null verschieden ist. 
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14. Für das folgende Beispiel ersetzen wir der einfacheren 
Schreibweise wegen die Variabein xi, x», xs der Reihe nach durch 
X, y, z und die Symbole pi, p«, p« durch p, q, r. Dement- 
sprechend gehen wir mit Lie von den Transformationen aus: 

(8) p, q, px + qy + r, py — qx, (x« — y*) P + 2xyq + 2xr, 

2xyp + (y« — X«) q + 2yr. 

Um die Gesetze herzuleiten, die bei der Drehung um einen 
beliebigen Punkt gelten, dürfen wir wiederum den Nullpunkt als 
ruhend voraussetzen. Hierbei bleiben alle Punkte der Linie x— y =0 
in Ruhe; alle anderen Punkte bewegen sich in Flächen, deren 
Gleichungen sind: 

(9) (x» + y») e~' = (x» + yj) e ~^, 

WO xo, yo, Zq die Koordinaten des Punktes in seiner Anfangslage 
und X, y, z die Koordinaten denselben Punkt in irgend einer 
anderen Lage darstellen. Alle Bewegungen, welche jetzt noch 
statthaben, hangen von drei willkürlichen Gröfsen ab; unter ihnen 
ist diejenige besonders bemerkenswert, welche aus der infinite- 
simalen Transformation py — qx hervorgeht und welche ganz der 
gewöhnlichen Drehung um eine Gerade entspricht. 

Soll aufser dem Nullpunkte noch ein zweiter Punkt (a, b, c) 
in Ruhe verbleiben, so dürfen die Koordinaten a und b nicht 
beide verschwinden. Die Bewegung wird in diesem Falle durch 
eine eingliedrige Gruppe dargestellt, welche aus der Transfor- 
mation hervorgeht: 

(10) (y + ' «^'-iÖ-i.^) P + (-x+'-^-'-i.^3), 

^a» + b« 

Wohl wird jetzt auch jeder Punkt der Linie (x=Äa, y = b) 
in Ruhe verbleiben; aber jeder Punkt, der weder dieser Linie 
noch der Linie (x = y = 0) angehört, wird bewegt werden, und 
zwar eine in sich verschiebbare Linie beschreiben. 

Um eine besonders interessante Eigenschaft dieser Linie her- 
zuleiten, schlägt Lie folgenden Weg ein. Aus (10) folgen für 
X und y die Differentialgleichungen: 
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dx^ b (x» — y«) — 2axy 

dt ^■*" a« + b8 

dy , a (x« — y») 4-2bxy 

dt ~ ■*" a« + b« 

und daraus ergiebt sich weiter: 

d (x + yi) . . .. . (x + yi)2 

dt ^(^ + 5^> + ^ a + bi • . 

Da für t ™ zugleich x — xo, y = yo sein mufs, so ist die 
Lösung dieser Gleichung: 

^ "^ ^ xo+yoi— [(xo— a) + i(yo--b)le 

Hieraus geht hervor, dafs für t =« 2jr allgemein x + yi = 
xo + yoi> also X = Xo, y = yo wird. Nun lehrt die Glei- 
chung (9), dafs dann auch z «» Zo wird, oder dafs alle Punkte 
bei fortschreitender Drehung um zwei beliebige feste Punkte 
gleichzeitig in ihre Anfangslage zurückkehren. Zugleich folgt aus 
der letzten Gleichung, dafs, abgesehen von den Punkten (0, 0, z) 
und (a, b, z) irgend ein Punkt nur dann seine Anfangslage wieder 
einnimmt, wenn eti — l ist. 

Wollte man sich in den Ausdrücken (8) auf die Glieder 
erster Ordnung beschränken, so würde man zu einer Gruppe 
gelangen, die von der soeben beschriebenen wesentlich ver- 
schieden ist. 

15. Einiges Interesse dürfte es gewähren, nochmals einen 
Blick auf die allgemeinsten projektiven Umgestaltungen des drei- 
dimensionalen Raumes zu werfen. Halten wir einen Punkt fest, 
so können wir jeden zweiten Punkt in alle Lagen bringen mit 
einziger Ausnahme derjenigen, welche der ruhende Punkt ein- 
nimmt. Bleibt noch ein zweiter Punkt in Ruhe, so kann ihre 
Verbindungs-Gerade nur noch in sich bewegt werden, dagegen 
kann jeder Punkt, der dieser Geraden nicht angehört, abgesehen 
von dieser Linie an jede Stelle des Raumes gebracht werden. Bei 
der Ruhe dreier nicht in gerader Linie liegender Punkte kann 
die durch sie hindurchgelegte Ebene nur in sich verschoben wer- 
den; auch kann in diese Ebene kein Punkt während der Bewegung 
hineinfallen, der ihr nicht in der Anfangslage angehört; aber im 
übrigen ist die Bewegung noch unbeschränkt. Läfst man vier 
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Punkte in Ruhe, die nicht in einer Ebene liegen, so behält jeder 
Punkt seine Lage gegen das Tetraeder bei, das die ruhenden 
Punkte zu Eckpunkten hat; eine weitere Beschränkung seiner 
Bewegung findet aber nicht statt. Erst bei der Ruhe von flini 
Punkten, von denen keine vier in einer Ebene liegen, behält jeder 
Punkt seine Lage bei. 

16. Zum Schlufs betrachten wir eine zweidimensionale Raum- 
form, für deren Bewegungen von Lie die sechs infinitesimalen 
Transformationen p, px, px', q, qy, qy* zu Grunde gelegt werden; 
Lie behauptet, dafs bei passender Wahl der Koordinaten aus diesen 
Transformationen die allgemeinste ebene Gruppe hervorgehe, 
durch welche alle Kreise in einander übergeführt werden. Wir 
gehen von einer anderen Darstellung aus, welche es uns möglich 
macht, bekannte Sätze der Raumgeometrie zu benutzen. Zu dem 
Ende setzen wir xo, xi, xg, xs als projektive Raumkoordinaten 
voraus, beschränken die projektive Umgestaltung des Raumes durch 
die Forderung, dafs die durch die Gleichung 

(12) xf + x| + xi = xg 
dargestellte reelle nicht- geradlinige Fläche zweiter Ordnung in 
sich verbleibt, und untersuchen die Veränderungen, welche jetzt 
auf der Fläche vor sich gehen. Die zweidimensionale Raumform 
stellen wir demnach durch die vier veränderlichen Gröfsen xo, 
xi, X2, X3 dar, verlangen aber, dafs zwischen ihnen die Gleichung 
(12) besteht und dafs bei einem von null verschiedenen, sonst 
ganz beliebigen Werte von (i durch das Wertsystem (jmxo, /e^xi, 
^xg, ^xs) derselbe Punkt dargestellt wird, wie durch (xo, xj, 
xg, xj). Für die Untersuchung können wir von den sechs Trans- 
formationen ausgehen : 

PoXi -f PjXo, P0X2 + P2X0, P0X3 — Psxo, 
P2X8 — P8X2, PsXi — P1X3, P1X2 — P2X1; 

wir können aber auch die bekannten Eigenschaften der projek- 
tiven Umgestaltung des dreidimensionalen Raumes zu- Grunde 
legen. 

Die Lage dreier Punkte ist durchaus willkürlich; werden aber 
drei Punkte in Ruhe gehalten, so ist keine Bewegung möglich. 
Bei der Ruhe zweier Punkte kann jeder dritte noch an jeden 
beliebigen Ort gebracht werden, natürlich mit Ausnahme der von 
den ruhenden Punkten eingenommenen Örter. Die in sich ver- 
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schiebbaren Linien, welche ein dritter Punkt bei der Drehung 
um zwei Punkte beschreiben kann, sind entweder geschlossen, 
oder sie umlaufen die ruhenden Punkte unendlich oft und nähern 
sich ihnen unbegrenzt. Die geschlossenen Linien nennen wir 
Kreise; für sie gelten folgende Sätze: 

a) Es giebt nur einen einzigen Kreis, der zwei gegebene 
Punkte zu Mittelpunkten hat und durch einen vorgeschriebenen 
Punkt geht. 

b) Alle Kreise sind kongruent. 

c) Wenn bei der Drehung um zwei Punkte zwei Kreise be- 
schrieben werden, so bewegen sich alle Punkte in Kreisen, und 
alle Punkte kehren gleichzeitig in ihre Anfangslagen zurück. 

Für den Beweis all dieser Behauptungen genüge folgende 
Andeutung. Werden zwei Punkte der Fläche in Ruhe gehalten, 
so bleiben bei der projektiven Umgestaltung des Raumes die beiden 
Tangentialebenen, also auch ihre Schnittlinie, in Deckung mit 
ihrer Anfangslage. Hierbei können zwei (und damit alle) wei- 
teren Ebenen des Büschels, welcher diese Gerade zur Achse hat, 
in Deckung mit der Anfangslage bleiben ; es kann aber aufser den 
Tangentialebenen eine oder keine Ebene des Büschels die An- 
fangslage beibehalten. Berücksichtigt man diese, so kann man 
den Beweis der aufgestellten Sätze leicht führen. 

§ 8. 
Helmholtz' TLatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen. 

1. Nachdem wir gezeigt haben, dafs die Theorie der allge- 
meinen Raumformen eng mit der der Transformations-Gruppen 
zusammenhängt, müssen wir nach denjenigen Eigenschaften fragen, 
welche zur Charakterisierung der eigentlichen Raumformen ge- 
eignet sind. Mit dieser Frage hat sich v. Helmholtz^^) bereits 
beschäftigt, ehe die Habilitations -Vorlesung Riemanns gedruckt 
war, und die Resultate kurz nach dem Erscheinen des Riemann- 
schen Aufsatzes veröffentlicht. Da ihm die Transformations- 
Gruppen unbekannt waren, konnte er die scharfe Beweisführung, 
welche durch diese Theorie ermöglicht wird, nicht erreichen. 
Trotzdem bietet seine Lösung noch jetzt hohes Interesse, da 
erstens seine Arbeit der erste Versuch war, der in der angegebenen 
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Richtung unternommen wurde, zweitens seine Principien im 
wesentlichen richtig sind, und drittens die Ausführung trotz ein- 
zelner Mängel einen richtigen Kern enthält. Bei der Darlegung 
schliefsen wir uns der Arbeit an, welche er im Juni 1868 in den 
Göttinger Nachrichten veröffentlicht hat. 

2. Helmholtz fafst seine Voraussetzungen, »die Thatsachen, 
die der Geometrie zum Grunde liegen«, in vier Sätze zusammen, 
von denen die meisten an sich wieder in eine Reihe von An- 
nahmen zerfallen. An erster Stelle verlangt er, dafs der Raum 
von n Dimensionen eine n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit ist. 
Er fafst also den Raum als Zahlenmannigf;^ltigkeit auf und ver- 
langt, dafs den einzelnen Punkten auf irgend eine Weise die 
Wertsysteme einer Mannigfaltigkeit von n unbeschränkt veränder- 
lichen Gröfsen xi, x» . . . Xn stetig und eindeutig zugeordnet 
werden können. 

An zweiter Stelle wird die Existenz von beweglichen, aber 
in sich festen Körpern (oder Punktsystemen) vorausgesetzt. Dem- 
nach stellt er folgende Definition auf: »Zwischen den 2n Koor- 
dinaten eines jeden Punktepaares, welches einem in sich festen 
Körper angehört, besteht eine von der Bewegung des letzteren 
unabhängige Gleichung, welche für alle kongruenten Punktepaare 
die gleiche ist.« Hierbei sollen alle Punktepaare kongruent sein, 
welche gleichzeitig oder nach einander mit demselben Punkte- 
paare des Raumes zusammenfallen können. 

Drittens setzt Helmholtz die vollkommen freie Beweglichkeit 
fester Körper voraus; d. h. er verlangt, dafs jeder Punkt eines 
solchen an den Ort jedes andern kontinuierlich übergehen könne, 
soweit er nicht durch die Gleichungen, die zwischen ihm und 
den übrigen Punkten des festen Systems bestehen, zu dem er 
gehört, gebunden ist. Der erste Punkt eines in sich festen Sy- 
stems soll absolut beweglich sein. Wenn er festgestellt ist, be- 
steht für den zweiten Punkt eine Gleichung, und eine seiner 
Koordinaten wird Funktion der n — 1 übrigen. Nachdem auch 
der zweite festgeteilt ist, bestehen zwei Gleichungen für den 
dritten u. s. w. 

Ehe die vierte Voraussetzung formuliert wird, giebt Helm- 
holtz zwei Definitionen. Er charakterisiert die Drehung dadurch, 
dafs eine gewisse Anzahl von Punkten des bewegten Körpers 
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während der Bewegung unveränderte Koordinaten behalten, und 
die Umkehr einer Bewegung dadurch, dafs früher durchlaufene 
kontinuierlich in einander übergehende Wertkomplexe der Koordi- 
naten rückwärts durchlaufen werden. Hiernach fügt er den drei 
ersten Voraussetzungen die folgende bei: Wenn ein fester Körper 
sich um n — 1 seiner Punkte dreht und diese so gewählt sind, 
dafs seine Stellung nur noch von einer unabhängigen Veränder- 
lichen abhängt, so führt die Drehung ohne Umkehr schliefslich 
in die Anfangslage zurück, von der sie ausgegangen ist. Die 
letzte Eigenschaft, das »Axiom der Monodromie«, wird, wie 
Helmholtz hervorhebt, von der gewöhnlichen Geometrie dadurch 
stillschweigend vorausgesetzt, dafs sie den Kreis als geschlossene 
Linie behandelt. 

3. Die Folgerungen aus seinen Annahmen entwickelt Helm- 
holtz nur für den Raum von drei Dimensionen. Er läfst einen 
Punkt des Raumes in Ruhe und betrachtet die Bewegung der- 
jenigen Punkte, welche ihm unendlich nahe sind. Demnach setzt 
er die Unterschiede der Koordinaten dieser Punkte von denen 
des ruhenden Punktes gleich ex, «y, ez, wo s eine unendlich 
kleine Gröfse bedeuten soll. Dann glaubt er aus seinen drei 
ersten Hypothesen folgern zu können, dafs die Änderungen der 
Gröfsen x, y, z sich unter Einführung einer neuen Variabein tj 
durch Auflösung der Differentialgleichungen ergeben: 

— = aox + boy + CqZ 

dy 
(1) ^ = aix + biy + ciz 

^ = agx -f bgy -f Cgz, 

wo die neun Koefficienten drei willkürlich veränderliche Gröfsen 
einschliefsen. 

Indem er jetzt sein viertes Axiom hinzunimmt, leitet er aus 
diesen Gleichungen den Satz her, dafs bei der Ruhe eines zweiten 
Punktes die Punkte einer Linie in Ruhe bleiben; ferner zeigt er, 
dafs bei allen Drehungen um einen festen Punkt ein gewisser 
quadratischer Ausdruck der Differentiale denselben Wert beibehält. 

4. Wir müssen aber davon Abstand nehmen, sein Beweis- 
verfahren mitzuteilen, da der Satz, von dem Helmholtz ausgeht. 
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nicht richtig ist. Für seinen Beweis ist es nämlich wesentlich, 
dafs die Differentialgleichungen (1) drei willkürliche Parameter 
enthalten. Nun hängt allerdings die Drehung des Körpers um 
einen Punkt von drei willkürlichen Gröfsen ab; die vollständigen 
Differentialgleichungen, durch welche alle bei der Ruhe eines 
Punktes möglichen Bewegungen charakterisiert werden, enthalten 
somit drei Parameter. Man darf also annehmen, dafs die Drehung 
durch drei Gleichungen bestimmt wird, welche die Form haben: 

(2) J-" = y)a (xi, X2, xs; Uj, Uj, Ug). (a = 1, 2, 3) 

Auch müssen, wofern man den ruhenden Punkt zum Null* 
punkt der Koordinaten nimmt, die Funktionen ipt, ^29 Vt für 
xi — X2 =» xs = bei beliebiger Wahl der Gröfsen Ut, U2, Us 
verschwinden; die Entwicklungen dieser drei Funktionen fangen 
also mit den ersten Potenzen der Variabebi an. Man darf aber 
nicht mit Helmholtz schliefsen, dafs die Parameter Ui, Ug, U3 
sämtlich bereits in die Glieder der ersten Dimension eingehen, 
da es, wie Lie bemerkt, wohl denkbar ist, dafs in diesen Glie- 
dern nur eine oder zwei Funktionen der Parameter vorkommen. 

Um dies Bedenken als berechtigt nachzuweisen, betrachtet 
Lie eine gröfsere Zahl von Gruppen und vergleicht darin die 

vollständigen Ausdrücke für ^ — mit den verkürzten, d. h. mit 

denjenigen, welche man erhält, wenn man sich darin nur auf die 
linearen Glieder beschränkt. Hierbei zeigt sich, dafs zu den ver- 
kürzten Gruppen vielfach ganz andere Gruppen gehören, als zu 
den vollständigen, dafs somit die Beschränkung auf die linearen 
Glieder häufig die Eigenschaften einer Gruppe wesentlich ver- 
ändert. 

5. Einer derartigen allgemeinen Untersuchung bedarf es aber 
im vorliegenden Falle nicht. Helmholtz glaubt nachweisen zu 
können, dafs für jeden dreidimensionalen Raum, welcher seinen 
drei ersten Voraussetzungen genügt, die Gleichungen (1) drei 
Parameter besitzen. Sein Beweis wird also nicht als streng an- 
gesehen werden können, wenn es möglich ist, eine Raumform 
anzugeben, für welche die drei ersten Axiome Helmholtz' richtig 
bleiben, während die Gleichungen (1) nur zwei willkürliche Kon- 
stanten enthalten. Eine solche Raumform ist aber, worauf Lie 
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hingewiesen hat, diejenige, welche durch die Gruppe bestimmt 
wird: 

Pl, P2, Ps, 2XiPi + X«p2, 2XiP8 + X2P8, 

4xfpi + 4X1X2P2 4- x|p8. 

Von dieser Raumform haben wir in § 7, 13 (S. 324) be- 
wiesen, dafs sie den drei ersten Helmholtzschen Axiomen genügt, 
dafs aber in die Glieder der ersten Dimension, zu denen die 
Gleichungen (2) fuhren, nicht, wie Helmholtz meint, drei, son- 
dern nur zwei willkürliche Parameter eintreten. Die Grundlage 
der von Helmholtz durchgeführten Rechnung ist also unrichtig, 

6. Lie findet in den Helmholtzschen Voraussetzungen eine 
gewisse Unklarheit, indem man nicht erkennt, ob sie nur im 
allgemeinen gelten oder für alle Punkte in der Umgebung ge- 
wisser Punkte richtig sein -sollen. Läfst man, um im dreidimen- 
sionalen Räume zu bleiben, einen Punkt in Ruhe, so verlangt 
Helmholtz, dafs für einen zweiten Punkt eine Gleichung besteht; 
seine Worte können so gedeutet werden, als fordere er, dafs der 
zweite Punkt in alle Lagen übergeführt werden kann, die der für 
ihn geltenden Gleichung genügen. Lie selbst bezeichnet diese 
Auffassung als unwahrscheinlich; ich möchte aber glauben, sie 
ganz ausschliefsen zu sollen. Am Schlufs der Arbeit, die wir 
hier besonders berücksichtigen, erwähnt Helmholtz zwei Raum- 
formen, welche seinen drei ersten Hypothesen, aber nicht dem 
Monodromie-Axiom genügen. Bei dem zweiten Beispiel nimmt 
er für zwei Dimensionen die gleichseitige Hyperbel als die Linie 
gleichwertiger Entfernung von einem festen Punkte an. In diesem 
Falle wird die zugehörige Gruppe durch die infinitesimalen Trans- 
formationen bestimmt: p, q, py + qx. Lassen wir einen Punkt 
in Ruhe, so bewegen sich alle Punkte der Ebene in Hyperbeln, 
und diese haben dieselben Asymptoten, welche sich im ruhenden 
Punkte schneiden. Wir sehen also, dafs die Abstandsfunktion die 
Lage des bewegten Punktes auf eine Hyperbel beschränkt, wäh- 
rend er bei der Umgestaltung der Ebene auf demselben Zweige 
bleiben mufs. Indessen hangen die beiden Zweige der Hyperbel 
auch geometrisch nicht zusammen; die Liesche Auffassung wird 
also hierdurch noch nicht ganz ausgeschlossen. Dagegen kann 
ein Punkt, der bei Beginn der Bewegung auf einer Asymptote 
liegt, niemals mit dem ruhenden Punkte, der doch ebenfalls auf 
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der Linie liegt, zusammenfallen; er mufs auch während der ganzen 
Bewegung auf derjenigen, vom ruhenden Punkte ausgehenden 
Halbgeraden verbleiben, der er in der Anfangslage angehört. Dies 
Beispiel läfst also die Liesche Deutung nicht zu. 

7. Nun zeigt Lie, dafs bei der strengen Deutung die ersten 
drei Helmholtzschen Axiome für sich ohne das Monodromie- 
Axiom ausreichen, aber bei anderer Deutung seine Hypothesen 
noch Möglichkeiten zulassen, welche ausgeschlossen werden sollen. 
Da wir wegen des einen von Helmholtz beigefügten Beispiels 
seine Worte nicht in der ersten Weise deuten können, so müssen 
wir leider anerkennen, dafs seine Axiome nicht genügen, um die 
eigentlichen Raumformen den uneigentlichen gegenüber zu cha- 
rakterisieren. Der Begründung wegen erinnern wir an die in 
§ 7, 14 (S. 326) behandelte Kaumform. Auch hier bleibt bei 
der Ruhe eines Punktes jeder Punkt einer Linie in Ruhe, aber 
jeder andere Punkt kann noch in einer Fläche derartig bewegt 
werden, dafs die Gesamtheit der Bewegungen von drei Parametern 
abhängt. Wird noch ein zweiter Punkt und damit eine zweite 
Linie in Ruhe gehalten, so bewegen sich alle anderen Punkte in 
geschlossenen Linien und kehren gleichzeitig in ihre Anfangslage 
zurück. Diese Möglichkeit wurde von Helmholtz deshalb über- 
sehen, weil die Differential-Gleichungen der Bewegung eine wesent- 
liche Veränderung erleiden, wenn, man sich in ihrem Ausdruck 
auf die Glieder der ersten Dimension beschränkt. 

8. So sehen wir denn, dafs die Axiome, von denen Helm- 
holtz ausgeht, nicht ausreichen, und dafs sein Beweis eine Lücke 
enthält. Dennoch hüte man sich, die Bedeutung seiner Arbeit 
zu unterschätzen. Seine Axiome stellen trotz ihrer Mangelhaftig- 
keit das Urbild dar, nach welchem alle späteren Versuche, die 
eigentlichen Raumformen den allgemeinen gegenüber zu charak- 
terisieren, ohne Ausnahme gebildet sind. Auch die Lücken im 
Beweise lassen sich auf dem von Helmholtz selbst eingeschlagenen 
Wege beseitigen; indessen ist es nicht nötig, darauf einzugehen, 
da mittlerweile die Theorie der Transformations -Gruppen uns 
einfachere Methoden darbietet. 



Anwendung der Transformations-Gruppen. 335 

§ 9. 
Lies Untersuchungen über die Grundlagen der G-eometrie. 

1. Lies Arbeiten ^^) auf diesem Gebiete bedeuten nach mehreren 
Richtungen hin einen Fortschritt; denn erstens giebt er dem Pro- 
blem eine schärfere Fassung, zweitens geht er von einfacheren 
Voraussetzungen aus, und drittens genügt sein Beweis den strengsten 
Anforderungen. Der zu lösenden Aufgabe, die Lie als das Rie- 
mann-Helmholtzsche Problem bezeichnet, giebt er folgenden Aus- 
druck: »Es sollen solche Eigenschaften gefunden werden, die 
sowohl der Schar der euklidischen, wie den beiden Scharen von 
nicht-euklidischen Bewegungen zukommen, und durch die diese 
beiden Scharen vor allen anderen möglichen Scharen von Be- 
wegungen einer Zahlenmannigfaltigkeit ausgezeichnet sind.« 

Von diesem Problem giebt er zwei Lösungen, von denen 
sich die erste auf unendlich benachbarte, die andere auf endlich 
entfernte Punkte bezieht. Die erste Lösung geht von der Defi- 
nition aus: 

»Eine reelle kontinuierliche Gruppe des dreifach ausgedehnten 
Raumes besitzt in dem reellen Punkte P freie Beweglichkeit im 
Infinitesimalen, wenn sie die folgenden Forderungen erfüllt: Hält 
man den Punkt P und ein beliebiges hindurchgehendes reelles 
Linienelement fest, so soll stets noch kontinuierliche Bewegung 
möglich sein; hält man dagegen aufser P und jenem Linien- 
elemente noch ein beliebiges reelles Flächenelement fest, das durch 
beide geht, so soll keine kontinuierliche Bewegung mehr möglich 
sein.« 

Dementsprechend charakterisiert Lie die euklidischen und die 
nicht-euklidischen Bewegungen im dreifach ausgedehnten Räume 
durch freie Beweglichkeit im Infinitesimalen, indem er das Theorem 
beweist: 

»Besitzt eine reelle kontinuierliche Gruppe des dreifach aus- 
gedehnten Raumes in einem reellen Punkte von allgemeiner Lage 
fireie Beweglichkeit im Infinitesimalen, so ist sie sechsgliedrig und 
transitiv und durch eine reelle Punkttransformation dieses Raumes 
ähnlich entweder mit der Gruppe der euklidischen Bewegungen 
dieses Raumes oder mit einer der beiden Gruppen von nicht- 
euklidischen Bewegungen dieses Raumes, also im zweiten Falle 
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entweder mit der sechsgliedrigen reellen kontinuierlichen pro- 
jektiven Gruppe, bei der die imaginäre Fläche: xf+x|+x|+l*»Q 
invariant bleibt, oder mit der reellen kontinuierlichen projektiven 
Gruppe der reellen uichtgeradlinigen Fläche: xf4-x|+x| — 1=0.« 

Auf den Beweis können wir hier nicht eingehen, da aus der 
Theorie der Transformations- Gruppen zahlreiche Sätze benutzt 
werden, die wir vorhin nicht haben mitteilen können. 

2. Lie überträgt seine Theorie der freien Bewegung rni In- 
finitesimalen auf Räume von beliebig vielen Dimensionen. Dabei 
macht er von folgenden Ausdrücken Gebrauch. Durch jeden 
Punkt eines n-fach ausgedehnten Raumes xi . . . Xn gehen OO"*'^ 
Linienelemente dxi : . . . : dxn, die eine (n — l)-£ich ausgedehnte 
projektive Mannigfaltigkeit bilden; jedes ebene Büschel von OO* 
solchen Linienelementen im Rn wird Element einer Mannigfaltig- 
keit von zwei Dimensionen oder kürzer M^-element genannt. 
Ebenso soll jedes ebene Bündel von OO^ Linienelementen als 
Element einer Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen oder kurz 
als Ma-element bezeichnet werden, und so weiter. Für Linien- 
element soll zuweilen die Benennung Mi-element angewandt 
werden. 

Hiernach wird folgende Definition aufgestellt: 

»Eine reelle Gruppe von Punkttransformationen des Rn be- 
sitzt in dem reellen Punkte P freie Beweglichkeit im Infinitesi- 
malen, wenn sie folgende Forderungen erfüllt: Wird der Punkt 
P festgehalten, ferner ein beliebiges hindurchgehendes reelles Mi- 
element, ein beliebiges durch beide gehendes reelles Ms-element, 
ein beliebiges durch alle drei gehendes reelles Ms-element, und 
so fort, schliefslich ein reelles Mq-element, das durch jedes der 
vorherigen Elemente gehtj so soll kontinuierliche Bewegung mög- 
lich sein, so lange, aber auch nur so lange, als q < n — 1 ist.<y 

Im Anschlufs an diese Definition fordert Lie, dafs diejenigen 
Räume ermittelt werden sollen, welche in einem reellen Punkte 
von allgemeiner Lage ft'eie Beweglichkeit im Infinitesimalen be- 
sitzen. Er findet, dafs nur der euklidische Raum und die beiden 
nicht -euklidischen Räume (im engern Sinne) dieser Forderung 
genügen, indem er das Theorem beweist: 

»Besitzt eine reelle kontinuierliche Gruppe des Rn (n > 3) 
in einem reellen Punkte von allgemeiner Lage freie Beweglichkeit 
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im Infinitesimalen, so ist sie ^-n (n-|- l)-gliedrig und transitiv 
und durch eine reelle Punkttransformation des Rn ähnlich ent- 
weder mit der Gruppe der euklidischen Bewegungen dieses Raumes 
oder mit einer der beiden Gruppen von nicht-euklidischen Be- 
wegungen, also im zweiten Falle entweder mit der reellen kon- 
tinuierlichen projektiven Gruppe der Mannigfaltigkeit 

xf + x| + . . . + xS + 1 -= 
oder mit der reellen kontinuierlichen Gruppe der Mannigfaltigkeit: 

xf -f- x| -|- . . . + xä — 1 = 0.« 

Über den Beweis bemerken wnr nur, dafs Lie seinen Satz 
für den Raum von n > 3 Dimensionen als bewiesen annimmt, 
dann alle reellen kontinuierlichen Gruppen des Rn+i aufsucht, die 
in irgend einem reellen Punkte von allgemeiner Lage freie Beweg- 
lichkeit im Infinitesimalen besitzen, und daraus den Nachweis 
dafür herleitet, dafs sein Theorem auch im Räume von n -|- 1 
Dimensionen gültig ist. 

3. Lie giebt aber noch eine zweite Lösung des Problems. 
Dabei geht er für den dreidimensionalen Raum von folgenden 
vier Axiomen aus: 

I. Der Rs ist eine Zahlenmannigfaltigkeit. 

n. Die Bewegungen des Rg bilden eine reelle kontinuier- 
liche, von infinitesimalen Transformationen erzeugte Gruppe. 

in. Hält man einen beliebigen reellen Punkt: yj, y§, yg 
von allgemeiner Lage fest, so befriedigen alle reellen Punkte: xj, 
X2, xs, in die ein anderer reeller Punkt: xJ, x|, x§ dann noch 
übergehen kann, eine reelle Gleichung von der Form: 

W (yO, yO, yO; x?, xo, XO; xi, X,, x,) = 0, 

die für xi = yo^ X2 = y§, Xs = y§ nicht erfüllt ist und die (im 
allgemeinen) eine reelle, durch den Punkt: xJ, xJ, x§ gehende 
Fläche darstellt. 

rV. Um den Punkt: yj, y^, yg herum läfst sich ein end- 
licher dreifach ausgedehnter Bereich derart abgrenzen, dafs nach 
Festhaltung des Punktes: yj, y§, y§ jeder andere reelle Punkt: 
xJ, x§, x§ des Bereiches noch kontinuierlich in jeden dem Be- 
reiche angehörenden reellen Punkt übergehen kann, der die 
Gleichung W=0 befriedigt und der mit dem Punkte: xJ, xJ, 
xg durch eine irreducible kontinuierliche Reihe von Punkten ver- 
bunden ist.« 

Rilling:, Orimdla^en der Geometrie. II 22 
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Lie glaubt, dafs diese Axiome auch genügen, wenn man die 
eingeklammerten Worte: »im allgemeinen« beibehält; indessen 
will er hierauf kein Gewicht legen. 

Die Schar der Punkte (x), welche der Gleichung W «» 
genügen, bildet im allgemeinen eine Fläche, die »Pseudokugel« 
mit dem Mittelpunkt (y^), welche durch den Punkt (x®) geht; 
nach dem dritten Axiom geht sie niemals durch den Mittelpunkt. 
Jetzt verlangt das vierte Axiom, dafs jeder Punkt (x^), der in 
einer gewissen Umgebung des Punktes (j^} liegt, sich bei der 
Ruhe von (y''^) frei auf der durch ihn gehenden Pseudokugel 
bewegen kann, die den Punkt (y^) zum Mittelpunkte hat. 

Lie selbst weist darauf hin, dais seine Axiome weit weniger 
verlangen, als die von Helmholtz zu Grunde gelegten; darin wird 
man ihm unbedingt beistimmen. Der Beweis zerMt in mehrere 
Teile. An erster Stelle wird gezeigt, dafs die zugehörige Gruppe 
transitiv und reell -primitiv ist, d. h. keine reelle Fläche oder 
Kurve in Ruhe läfst; daran schliefst sich der Nachweis, dafs die 
Gruppe von sechs Parametern abhängt, dafs zwischen zwei end- 
lich von einander entfernten Punkten eine einzige Invariante be- 
steht, und dafs bei der Ruhe eines Punktes die von ihm aus- 
gehenden Linienelemente dreigliedrig transformiert werden. Indem 
Lie jetzt die Untergruppe untersucht, welche die Bewegung der 
von dem ruhenden Punkte ausgehenden Linienelemente regelt, 
gelangt er zu dem Satze, dafs nur die euklidischen und die 
Scharen der nicht-euklidischen Bewegungen seinen Forderungen 
genügen. 

4. Auch für vier Dimensionen führt Lie seine Entwicklungen 
voDständig durch. Seine Axiome sind in diesem Falle die fol- 
genden: 

»I. Der Ri ist eine Zahlenmannigfaltigkeit. 

II. Die Bewegungen des R4 bilden eine reelle, kontinuier- 
liche, von infinitesimalen Transformationen erzeugte Gruppe. . 

in. Hält man einen beliebigen reellen Punkt: y? • . . yS von 
allgemeiner Lage fest, so befriedigen alle reellen Punkte: Xi ...X4, 
in die ein anderer reeller Punkt: xj . . . x2 dann noch übergehen 
kann, eine reelle Gleichung von der Form: 

W (y? . . . yj; x? . . . x2; xi . . . X4) = 0, 
die für: x^ = yj . . . x^ = yj nicht erfüllt ist und die im 
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allgemeinen eine reelle durch den Punkt: xj . . . xj gehende 
dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit darstellt. 

IV. Um den Punkt: y? . . . y2 herum läfst sich ein end- 
licher vierfach ausgedehnter Bereich derart abgrenzen, dafs die 
folgenden Bedingungen erfüllt sind: Hält man den Punkt: y?...y2 
fest, so kann jeder andere reelle Punkt: xj . . : xj des läereichs 
noch kontinuierlich in alle reellen Punkte: Xi . . . X4 übergehen, 
die der obigen Gleichung W = genügen. Hält man aufser 
dem Punkte: yj...y2 noch einen zweiteh reellen Punkt: zj...z2 
des Bereichs fest, so kann jeder andere reelle Punkt: xj . . . x2 
des Bereichs noch kontinuierlich in alle reellen Punkte: Xi . . . X4 
des Bereichs übergehen, die der obigen Gleichung und der 
Gleichung : 

VV 1^1 • . • "A s X •* • . . X^ , Xj • • . X4 y ' \j 

genügen. Dabei wird jedesmal vorausgesetzt, dafs die beiden 
Punkte: xj...x2 und X1...X4 durch eine irreducible kontinuier- 
liche Reihe von Punkten derselben Art verbunden sind.« 

Das dreidimensionale Gebilde, auf dem ein Punkt bei der 
Drehung um einen festen Punkt verbleibt, läfst Bewegungen in 
sich zu, für welche die beim dreidimensionalen Räume voraus- 
gesetzten Axiome ausnahmslos gelten. Diese Bemerkung gestattet, 
mit besonderer Leichtigkeit für den vierfach ausgedehnten Rauni 
die Folgerung aus den angegebenen Axiomen zu ziehen und 
nachzuweisen, dafs ihnen nur die Bewegungen des euküdischen, 
des Lobatschewskyschen und des Riemannschen Raumes genügen. 

5. Für den mehrdimensionalen Raum begnügt sich Lie mit 
einigen Andeutungen; indessen sind diese vollständig genügend, 
erstens ein System von ausreichenden Forderungen aufzustellen 
und zweitens den Gang der Beweise übersehen zu lassen. Wohl 
weist er darauf hin, dafs seine Voraussetzungen einfacher sind 
als die von Helmholtz aufgestellten; dennoch neigt er der Meinung 
zu, dafs auch seine Axiome noch mehr voraussetzen, als unbedingt 
notwendig ist. 

§ 10.. 

Eine andere Charakterisierung der eigentlichen Baümformen. 

1. Dem Räume legen wir wiederum von vornherein die 
durch unsere Grundsätze ausgesprochenen Eigenschaften bei; wir 

22* 
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nehmen ferner an, dafs seine Punkte den Wertsystemen einer 
Mannigfaltigkeit stetig entsprechen und dafs die in ihnen mög- 
lichen Bewegungen durch die Transformationen einer Gruppe 
dargestellt werden können. Um unsere allgemeinen Gesetze über 
Transformations-Gruppen anwenden zu können, müssen wir ferner 
voraussetzen, dafs die Ausdrücke für die unendlich kleinen Trans- 
formationen, aus denen die Gruppe hervorgeht, diejenigen Diffe- 
rentiationen zulassen, auf die sich der Beweis der in § 1 zu- 
sammengestellten Sätze 'stützt. Nachdem wir allen Raumformen 
diese Eigenschaften beigelegt haben, suchen wir diejenigen Raum- 
formen, welche unserer Erfahrung genügen, allen übrigen gegen- 
über zu charakterisieren. Dementsprechend fügen wir zu den 
aligemeinen Eigenschaften der Raumformen neue Axiome hinzu 
und fordern, dafs diese nur in denjenigen Raumformen gelten, 
die in allen ihren Eigenschaften mit der Erfahrung vereinbar sind. 
Die neuen Axiome dürfen daher a) den allgemeinen Grundsätzen 
nicht widersprechen, b) keine blofse Folge aus ihnen sein, müssen 
c) selbst der Erfahrung genügen, und d) nur solchen Raumformen 
zukommen, die in allen ihren Eigenschaften mit der Erfahrung 
übereinstimmen. Zugleich mufs unser Bestreben darauf gerichtet 
sein, die Zahl der neu einzuführenden Voraussetzungen möglichst 
zu beschränken. 

2. Der Aufstellung der neuen Axiome^*) schicken wir mehrere 
Erklärungen voraus. Wir sagen, eine dreidimensionale Raumform 
habe freie Beweglichkeit, wenn es bei der Ruhe eines Punktes 
noch möglich ist, jede durch ihn gehende Linie oder Fläche aus 
ihrer Anfangslage zu entfernen. In diesem Falle mufs es möglich 
sein, jede Linie und Fläche, die durch einen festen Punkt geht, 
bei der Drehung um diesen Punkt in eine von der Anfangslage 
verschiedene Lage zu bringen. Wir müssen also erstens den Fall 
ausschliefsen, dafs mit einem Punkt jedesmal die sämtlichen Punkte 
einer Linie oder einer Fläche, auf der der Punkt hegt, in Ruhe 
gehalten werden, und zweitens dürfen wir nicht gestatten, dafs 
bei allen dann noch möglichen Bewegungen eine solche Linie 
oder eine solche Fläche regelmäfsig in sich verschoben wird. Für 
jede vom ruhenden Punkte ausgehende Linie gelten daher die 
beiden Gesetze, dafs bei einer gewissen Drehung diese Linie 
einen Flächenteil beschreibt, und dafs bei einer andern Drehung 
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um denselben Punkt der durch die erste Drehung gewonnene 
Flächenteil einen Raumteil beschreibt. 

Der freien Beweglichkeit legen wir den niedrigsten Grad bei, 
wenn der Raum aufser der soeben aufgestellten Forderung noch 
der weiteren Bedingung genügt, dafs bei der Ruhe eines Punktes 
kein zweiter alle Lagen innerhalb eines Raumteiles erhalten kann. 
Für eine dreidimensionale Raumform, welche freie Beweglichkeit 
im niedrigsten Grade besitzt, gelten demnach folgende Gesetze: 

a) Läfst man einen Punkt in Ruhe und konstruiert man 
irgend eine Linie oder Fläche, welche durch den ruhenden Punkt 
hindurchgeht, so giebt es stets eine Bewegung, bei der diese 
Linie oder Fläche ihre Anfangslage verläfst. 

b) Bei der Ruhe eines Punktes kann jeder zweite Punkt im 
allgemeinen noch in einer Fläche bewegt werden. 

Die Richtigkeit des z\yeiten Gesetzes erkennt man auf fol- 
gendem Wege. Man ziehe vom ruhenden Punkte x aus irgend 
eine Kurve c. Dafs bei der Drehung um jt kein Punkt dieser 
Kurve in alle Lagen gebracht werden kann, welche einem ge- 
wissen Raumteil angehören, folgt unmittelbar daraus, dafs wir der 
Beweglichkeit den niedrigsten Grad beigelegt haben. Wofern 
sich aber jeder ihrer Punkte nur auf einer einzigen Linie 1 be- 
wegen kann, mufs jede Linie 1 bei allen Drehungen um den 
Punkt jt in sich verschoben werden; die Fläche, auf der alle auf 
diese Weise erhaltenen Linien 1 liegen, kann also bei der Ruhe 
von n ihre Anfangslage nicht verlassen. 

Jetzt beschränken wir uns auf diejenigen Raumformen, welche 
1. drei Dimensionen haben und 2. freie Beweglichkeit vom nie- 
drigsten Grade besitzen; wir wollen beweisen, dafs eine Raum- 
form, für welche diese Forderungen erfüllt werden, allen unseren 
Erfahrungen genügt. 

Wollen wir die neu hinzugefügten Voraussetzungen noch- 
mals im einzelnen aufzählen, so können wir die folgenden Axiome 
aufstellen: 

L Der Raum hat drei Dimensionen. 

n. Bei der Ruhe eines Punktes kann man jede durch ihn 
gelegte Linie oder Fläche noch so bewegen, dafs sie ihre An- 
fangslage verläfst. 

IIL Wird ein Punkt eines Körpers in Ruhe gehalten, so 
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kann kein zweiter Punkt des Körpers alle Lagen erhalten, die 
einem Raumteile angehören. 

Wir behaupten, dafs jede Raumform, in der diese Gesetze 
gelten, entweder parabolisch oder elliptisch oder hyperbolisch ist. 

3. Dem Nachweise schicken wir einige kurze Bemerkungen 
voraus. Zunächst erinnern wir daran» dafs unsere Axiome durch 
die Erfahrung gefordert werden. Über die Dreizahl der Dimen- 
sionen haben wir uns schon öfters, namentlich im ersten Bande 
(S. 267 — 270) ausgesprochen. Die Berechtigung der weiteren 
Annahmen brauchen wir wohl nicht näher zu begründen. Es 
würde nicht schwer sein, sie in einer Form auszusprechen, bei 
der wir von den Grenzgebilden (Fläche, Linie und Punkt) gar 
keinen Gebrauch machen; indessen glauben wir, davon Abstand 
nehmen zu können. 

Was die gebrauchten Ausdrücke. betrifft, so wolle man be- 
achten, dafs wir uns von vornherein auf solche Punkte beschränken, 
die in einem gewissen Bereiche liegen, und dafs wir ihnen reelle 
Koordinaten beilegen. Wir brauchen daher die Gültigkeit der 
Axiome nicht, wie Lie, eigens auf einen endlichen Bereich ein- 
zuschränken; auch haben wir weder die ReaUtät der Variabein 
noch die allgemeine Lage der Wertsysteme ausdrücklich hervor- 
zuheben. Die sachliche Vergleichung der Lieschen Axiome mit 
den unsrigen behalten wir uns für eine spätere Stelle vor. 

4. Jetzt gehen wir zum Beweise über, den wir auf analy- 
tischem Wege führen wollen. Dabei müssen wir, wie das erste 
Axiom verlangt, eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit zu 
Grunde legen. Der vierte Grundsatz nötigt uns, die Transfor- 
mations-Gruppe, durch welche alle Bewegungen dargestellt werden, 
als transitiv vorauszusetzen; dagegen können wir von vornherein 
nicht wissen, ob die Gruppe endlich oder unendlich ist. Da bei 
der Drehung um einen Punkt ein zweiter Punkt noch alle Lagen 
auf einer Fläche (oder wenigstens auf einem Flächenteile), aber 
nicht alle Lagen in einem Raumteile annehmen kann, so mufs 
zwischen zwei Punkten eine, und zwar eine einzige Invariante 
bestehen. Wenn nämlich erst für drei Punkte eine Invariante 
existierte, so würde bei der Ruhe eines Punktes ein zweiter noch 
mit allen Lagen zur Deckung gebracht werden können, die einen 
Raumteil anfüllen; gäbe es aber zwei verschiedene Invarianten 
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zwischen zwei Punkten, so wäre bei der Drehung um einen Punkt 
die Lage eines jeden anderen Punktes auf eine Linie beschränkt. 
Demnach läist die zu der Raumform gehörende Gruppe eine 
einzige Funktion 

J (x,, xg, X3; yi, y«, ys) 

zwischen zwei beliebigen Wertsystemen (xi,X2,xs)und (yi,y2,y3) 
ungeändert. Wir wissen aber keineswegs, ob dies die einzige 
wesentliche Invariante der Gruppe ist, oder ob zwischen mehr 
als zwei Wertsystemen noch invariante Beziehungen bestehen, die 
von der angegebenen unabhängig sind. 

5. Es ist jetzt unsere Aufgabe, aus denjenigen Gruppen, in 
denen zwischen zwei Wensystemen eine invariante Beziehung 
besteht, diejenigen auszuwählen, welche unseren Axiomen genügen. 
Dabei dürfen wir auf die in § 4 gefundenen Resultate zurück- 
gehen. Wir müssen nur annehmen, dafs, wofern es mehrere 
Invarianten für unendlich benachbarte Punkte gäbe, doch die dort 
gefundene Form wenigstens für eine unter ihnen gewahrt bliebe. 
Thun wir dies, so belehrt uns das Schlufsergebnis von § 4, dafs 
die Invariante entweder in der Form L^ Mm N^ oder in der Form 

N 
U^ Mß e/" M oder in der Form L^ Q erscheint, wo L, M, N lineare 
Formen der Differentiale sind und Q. in ihnen vom zweiten Grade 
ist, und wo die Exponenten X, fi, v auch von den Variabein xi , 
X2, X8 unabhängig sind. Wenn fi = v ==i ist, so ist die lineare 
Form L = Aidxi + A2dx2 + Asdxs die Invariante. Die Ver- 
bindung der Resultate, zu denen wir in § 5, 4 und 5 geführt 
sind, zeigt uns, dafs alsdann bei der Drehung um. einen Punkt 
eine durch den ruhenden Punkt gehende Fläche in sich verschoben 
wird. Sind aber zwei der Exponenten X, ^, v oder alle drei von 
null verschieden, so können bei der Ruhe eines Punktes nach 
§ 5, 7 mindestens zw^ei durch den Punkt gelegte Flächen nur so 
bewegt werden, dafs sie in Deckung mit der Anfangslage ver- 
bleiben. Der Fall, dafs diese Flächen reell sind, mufs von vorn- 
herein ausgeschlossen werden. Wenn aber für reelle Variabele 
xi, xg, xj, die Differentialgleichung (13) in § 5 für C" = nur 
durch komplexe Funktionen befriedigt wird, so müssen diese ein- 
ander konjugiert sein; die Flächen, welche durch das Verschwinden 
der einzelnen Bestandteile dargestellt werden, behalten dann ihre 
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Anfangslage nicht bei; aber, wie man leicht sieht, haben sie eine 
reelle Linie gemeinschaftlich, und diese wird nur noch in sich 
verschoben, sobald man einen ihrer Punkte in Ruhe läfst Da 
aber durch jeden Punkt des Raumes eine derartige Linie hin- 
durchgeht, so müssen wir auch diesen Fall ausschliefsen. Die- 
selbe Betrachtung läfst sich anwenden, wenn unter den drei 
Variabein xi, X2, X3 zwei konjugiert komplex sind. Unseren 
Voraussetzungen genügt also keine Invariante, welche fiir unendlich 
benachbarte Wertsysteme in der ersten oder zweiten Form er- 
scheint, welche also in den Differentialen nur Formen ersten 
Grades enthält. 

6. Demnach nimmt die Invariante die Form L^Q an, wo 
L eine lineare, Q eine quadratische Form in den Differentialen 
ist. Auch dürfen wir annehmen, dafs Q eine eigentliche Form 
zweiten Grades darstellt, weil wir sonst auf den soeben erledigten 
Fall kämen. Aus den in § 6 gefiindenen Gruppen sind diejenigen 
sofort auszuschliefsen, welche keine Invariante zwischen zwei Wert- 
systemen besitzen. Dann bleiben die folgenden übrig: 

(1) Pu p2, Ps; Cipix, + C2P2X2 + CjpsXg, eipiXg + egpgXs; 

(2) Pi. P2, p3, 2xipi +X2P2, 2xip2 + X2P8, 4xfpi-f-4xiX8p2 
+ x|p3; 

(3) Xopi, X0P2, Xop3, X2P3 — X3P2, X3P1 — x,ps, X1P2— xapi, 

wo ist xo = / 1 — k (xf -f- x| + x|). 

Bei der Herleitung ist ausdrücklich vorausgesetzt, dafs das 
Wertsystem (0, 0, 0) analytisch keinem Ausnahme-Gebilde an- 
gehört; wir dürfen daher, um die allgemeinen Gesetze für die 
Drehung um einen Punkt zu ermitteln, den Nullpunkt als ruhend 
voraussetzen. Dieser Festsetzung entspricht es, bei der dritten 
Gruppe das Gebiet so abzugrenzen, dafs in ihr die Hilfsgröfse xo 
einen positiven Wert hat; für k = ist überhaupt Xo = 1. 

Legen wir jetzt die erste oder die zweite Gruppe zu Grunde, 
so finden wir, dafs bei der Drehung um den Nullpunkt die Fläche 
xi = in sich verbleibt. Da wir aber in diesen beiden Gruppen 
alle Variabein als reell voraussetzen müssen, so sehen wir, dafs 
bei der Ruhe eines Punktes eine durch ihn hindurchgehende Fläche 
in sich verschoben wird; diese beiden Gruppen entsprechen also 
unseren Axiomen nicht. 
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7. Wir haben nur noch die letzte Gruppe zu untersuchen. 
Dafe diese für reelle Werte von X|, X2, x», wo auch k reell sein 
muis, allen unseren Forderungen genügt^ leuchtet sofort ein. Es 
fragt sich nur, ob nicht zwei der Variabein konjugiert komplex 
sein dürfen. Nun bleibt bei der Drehung um den Nullpunkt 
offenbar jede Fläche, deren Gleichung ist: 

xf -f x| + x| = Const. 
in Deckung mit ihrer Anfangslage. Sind hier aber die Variabein 
xg und X3 konjugiert komplex, so kann man leicht reelle Varia- 
bele yi, y«, Vs, welche mit Xi, x», xs zugleich verschwinden, 
derartig einführen, dafs die vorstehende Gleichung die Form an- 
nimmt: 

y! + yi - yi = Const. 

Speciell wird die Fläche yf + yl^^yl bei allen Drehungen um 
den Nullpunkt in sich bewegt. Da diese Fläche aber durch den 
ruhenden Punkt geht, genügt diese Möglichkeit unseren Voraus- 
setzungen nicht. Wir dürfen daher den Variabein Xi, xg, xs und 
der Konstanten k nur reelle Werte beilegen. Nun macht es 
geometrisch einen Unterschied, ob die Konstante k positiv, ne- 
gativ oder gleich null ist. Demnach sind nur die elliptische, die 
hyperbolische und die parabolische Geometrie geeignet, unsere 
Axiome zu befriedigen. 

8. Die im Anfange dieses Paragraphen angegebene Formu- 
lierung setzt von vornherein die Zahl der Dimensionen gleich 
drei fest. Wollen wir auch den mehrdimensionalen Raum berück- 
sichtigen, so müssen wir entweder unsere Fassung in entsprechender 
Weise ändern oder auf die Liesche Fassung zurückgehen. Wir 
begnügen uns mit der letzteren, da es uns nur darauf ankommt, 
einen Unterschied zwischen dem Räume von drei und von vier 
Dimensionen anzugeben. Suchen wir eine neue Lösung des 
Problems für den mehrfach ausgedehnten Raum, so werden wir 
gut thun, den Begriff der »freien Beweglichkeit vom niedrigsten 
Grade« zu übertragen. Danach legen wir einer n-dimensionalen 
Raumform freie Beweglichkeit bei, wenn bei der Ruhe eines 
Punktes jedes durch den Punkt gelegte Grenzgebilde (von einer 
bis zu n — 1 Dimensionen) gezwungen werden kann, seine An- 
fangslage zu verlassen. Wollte man jetzt den niedrigsten Grad 
der freien Beweglichkeit dadurch charakterisieren, dafs bei der 
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Ruhe eines Punktes kein zweiter in alle ein n*dimensionales Gebiet 
anfüllende Lagen gelangen kann, so würde die freie Beweglich- 
keit vom niedrigsten Grade noch anderen Raumformen als den 
eigentlichen zukommen. Um das zu erkennen, betrachten wir 
die siebengliedrige Gruppe in vier Variabein, welche aus den in- 
finitesimalen Transformationen hervorgeht: 

(4\ P^> P2> P3> P4> ^iP« ~ ^2pl + XjP4 — X4ps, 

Xips — XsPl + X4P2 — X2P4, XiP4 — X4P1 + Xgps — Xsp,. 

Alle bei der Ruhe des Nullpunktes möglichen Bewegungen 
entsprechen der Gruppe, welche durch die drei letzten infinitesi- 
malen Transformationen (4) erzeugt wird. Um die hierzu ge- 
hörenden endlichen Transformationen anzugeben, gehen wir von 
vier reellen Grölsen ai, a2, a», a4 aus, welche durch die Gleichung: 

(5) af -f a| + ai 4- a| = 1 
mit einander verbunden sind, und setzen: 

yi = atxi + a2X2 -f ajXs -f a4X4 
,g^ y« «= — a2Xi + aiX2 + a4X3 — asX4 
ya = — asXi — a4Xi +^1X3 + ^2X4 
74 = — ^4X1 4- asXj — aiXa + aiX4. 
Aus diesen Gleichungen geht hervor, dafs 

(7) 2yl==2!xf 
ist. Variiert man aber die Parameter ai . . . a4 unter der durch 
die Gleichung (5) geforderten Bedingung: 

aidai -\- a2da2 + agdas + a4da4 ^= 0, so darf man setzen: 
dai = a^x + asA + a4jM, da2 = — aix -|- a4Jl — a^fi, 
cJa3 = — a4ac — ai2 + 212^, da4 = a^x — 2L2I — aijt/, 
wo X, Jl, fi unendlich kleine Gröfsen sein sollen. Diese Werte 
für zv + ^a«; setze man in die Gleichungen (6) ein, indem man 
die der Anfangslage entsprechenden Koordinaten (x) unverändert 
läfst, aber yv durch yv-J-rfyv ersetzt; dadurch erhält man 
(Jyi = — xya — ilys — ^y4, rfy» = xyi + ^y* — f^Ysy 
dys = — 3cy4 + Ayi + ^y2, dy4 = xys — Xy^ + ^^1, 
was mit den drei letzten Symbolen (4) übereinstimmt. Somit 
sind die Gleichungen (6) die endlichen Transformationen, durch 
welche die Drehungen um den Nullpunkt dargestellt w^erden. 
Aus den Gleichungen (6) gehen folgende Beziehungen hervor: 
ai -2;xJ = xiyi + X2y2 + Xgys + X4y4 
a2 -S'x^ = — Xiya + Xgyj — X3y4 -f X4y3 
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a» 2; xf = — xiys + X8y4 + x^yi — X4y2 

a4 -Tx; = — xiy4 — xgy» + x^y« + X4yi. 

Läfst man also einem festen Wertsystem (x) irgend ein 
Wertsystem (y) entsprechen, welches nur der Bedingung (7) 
genügt, so ergeben sich vermittelst der vorstehenden Gleichungen 
die Koefficienten ai . . . a4 in der Weise, dafs die Beziehung (5) 
befriedigt wird. Die Untergruppe gestattet demnach, einen Punkt 
(x) in einen Punkt (y) überzuführen, wofern nur für ihre Ko- 
ordinaten die Summe der Quadrate denselben Wert besitzt. Jede 
vom Nullpunkt ausgehende Linie kann bei der Ruhe desselben 
noch so bewegt werden, dafs sie einen (vierdimensionalen) Raum- 
teil beschreibt. Bei der Drehung um einen Punkt kann man 
somit jedes durch ihn hindurchgelegte Grenzgebilde so bewegen, 
dafs es seine Anfangslage verläfst. Für vier Dimensionen genügt 
es hiernach nicht, vorauszusetzen, dafs bei der Ruhe eines Punktes 
jeder andere Punkt alle Lagen in einem dreidimensionalen Grenz- 
gebilde annehmen kann, und dafs kein Grenzgebilde, das durch 
den ruhenden Punkt geht, bei allen Drehungen in Deckung mit 
seiner Anfangslage verbleibt. 

§ 11. 
Rückblick. 

Schon im dritten Abschnitt (B. 1. S. 176 — 178) haben wir 
auf Grafsmanns Ausdehnungslehre hingewiesen und in ihr einen 
recht umfassenden Wissenszweig kennen gelernt, der die Geo- 
metrie Euklids als speciellen Teil einschliefst und der direkt auf 
die euklidischen Raumformen von einer beliebig hohen Zahl von 
Dimensionen fuhrt, während darin die Riemannschen Raumformen 
ebenfalls ihre Stelle finden. Indem wir den Raumbegriff in der- 
jenigen Weise erweitert haben, die in § 10 des siebenten Ab- 
schnitts durchgeführt ist, haben wir blofs das zum vollen Abschlufs 
gebracht, was Grafsmann vor mehr als fünfzig Jahren angebahnt 
hatte. 

Indessen beruht die Bedeutung der Ausdehnungslehre haupt- 
sächlich in den eigentümlichen Methoden, vermittelst deren es 
ihr möglich wird, nicht nur weite Partieen der Geometrie, sondern 
auch schwierige Probleme der Analysis auf eine einheitliche und 
übersichtliche Weise zu bewältigen. Dennoch gewährt es einiges 
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Interesse^ zu sehen ^ dafs sie in ihren Grundlagen manche Ähn- 
lichkeit zeigt mit einem System, welches Veronese vor wenigen 
Jahren aufgestellt hat (VII § 9 S. 294 £). Zwar haben wir der 
Art und Weise, in welcher der italienische Mathematiker die 
Geometrie begründet, und die er als die allein berechtigte hin- 
stellen möchte, aus vielen Gründen nicht zustimmen können. 
Ganz abgesehen von den schweren Bedenken gegen seine un- 
endlich grofsen und unendlich kleinen Segmente können wir der 
allgemeinen Einführung der Gleichheit in seinem Sinne nicht bei- 
pflichten. Dennoch haben wir die Bedeutung seines Werkes recht 
hoch anschlagen müssen. Indem Veronese in jeder Figur je zwei 
Punkte durch eine gerade Strecke verbindet und die daraus ent- 
stehende neue Figur der Untersuchung zu Grunde legt, gelingt 
es ihm, eine einheitliche Methode zu schaffen, die ihm sogar 
gestattet, kongruente und symmetrische Figuren zu unterscheiden, 
ohne die Bewegung zu benutzen. Veronese legt dem Raum an 
sich unendlich viele Dimensionen bei; der n-dimensionale Raum 
für jede Zahl n ist für ihn blofs eine Figur im allgemeinen Räume. 
Wäre er in gleicher Weise von einem allgemeineren Begriff der 
Gleichheit ausgegangen, so würde er nicht gezwungen worden 
sein, sich auf einzelne Raumformen zu beschränken, die weder 
theoretisch noch für die Erfahrung vor den von ihm ausge- 
schlossenen einen Vorzug besitzen. 

Auch Tillys Versuch (VII § 8. S. 20ö ff.) kann als befrie- 
digend nicht angesehen werden, darf aber keineswegs vollständig 
verworfen werden. Der wesentlichste Punkt seines Hauptaxioms 
besteht in der Forderung, dafs die Abstandsfunktion zweier Punkte 
nur dann gleich null wird, wenn die Punkte zusammenfallen. 
Dadurch tritt dasselbe in enge Beziehung zu den Voraussetzungen, 
die wir in VIII § 10 zu Grunde gelegt haben; somit bietet auch 
sein Aufbau Anknüpfungspunkte mit den allgemeinen Ideen, von 
denen wir ausgegangen sind. 

Das »Experiment«, vermittelst dessen Überweg (VII § 7. 
S. 204) eine einheitliche Grundlage für die Geometrie glaubt 
schaffen zu können, kann nicht als ausreichend angesehen werden; 
wie nahe es aber bereits an die Wahrheit herankommt, zeigt die 
Ähnlichkeit mit den »Thatsachen«, die nach Helmholtz' Ansicht 
der Geometrie zum Grunde liegen. 
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Die von Wundt aufgestellte Definition des Raumes (VII § 6) ist 
nicht streng; auch wird es nie gelingen, von ihr aus die fundamen- 
talen Eigenschaften des Raumes zu beweisen. Dennoch müssen wir 
dem zu Grunde liegenden Gedanken unbedingt zustimmen. Wundt 
geht von Begriffen aus, die in ihrer weiteren Bedeutung über 
alles Räumliche hinausreichen; er sucht sie aber in solcher Weise 
zu verbinden und dadurch zu beschränken, dafs der neue Begriff 
mit dem des Raumes zusammenfällt. Dies Verfahren kommt im 
Wesen ganz auf dasjenige hinaus, welches wir in den letzten 
Paragraphen eingeschlagen haben. Unseren allgemeinen Raum- 
formen liegen Begriffe zu Grunde, welche durchaus nicht auf den 
Raum beschränkt sind, da den Grundsätzen, wenngleich sie zu- 
vörderst durch räumliche Abstraktionen gewonnen sind, an sich 
nichts Räumliches anhaftet. Das von uns gewählte Wort Raum- 
form thut, wie aus den beigefügten Erläuterungen hervorgeht, 
nichts zur Sache, da wir diese Wahl nur getroffen haben, um 
anzudeuten, dafs unter allen Wissenszweigen, denen diese Be- 
zeichnung beigelegt werden kann, der Raum (im wahren Sinne) 
der wichtigste ist. Demnach kommt Lies Fassung des von ihm 
nach Riemann und Helmholtz benannten Problems im wesent- 
lichen auf die Aufgabe hinaus, die sich Wundt bei seiner Definition 
stellt; es handelt sich ja in beiden Fällen nur darum, eine der- 
artige Verknüpfung allgemeinerer BegriflFe zu finden, dafs der neu 
gewonnene Begriff mit dem des Raumes identisch wird. Viel- 
leicht tritt die Übereinstimmung zwischen den beiden Problemen 
bei der in VIII § 10 angegebenen Formulierung noch deutlicher 
hervor. 

Wir dürfen jedoch in diesen Erörterungen nicht weiter gehen, 
ohne uns auf den Boden der Philosophie zu begeben, den wir 
glauben hier nicht betreten zu sollen. Demnach wenden wir uns 
den übrigen Untersuchungen zu, welche in den beiden letzten 
Abschnitten angestellt sind. Auf die Darlegungen über Winkel, 
Gerade und Ebene gehen wir nicht nochmals ein, weil sie nur 
orientieren sollen und nicht als abschliefsend angesehen werden 
können. Im zehnten Paragraphen des siebenten Abschnitts haben 
wir ein System von Begriffen und Sätzen aufgestellt, von dem 
wir glauben, dafs es eine geeignete Grundlage für die Geometrie 
bildet. Aber diese Grundsätze werden aufser dem Räume auch 
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von sehr vielen änderen Wissenszweigen befriedigt ; jedes System 
von Begriffen und Urteilen, für das dieselben gelten, wurde als 
Raumform im uneigentlichen Sinne bezeichnet (VII § 11). Wir 
haben noch die Grenzgebilde allgemein definiert; im übrigen be- 
gnügten wir uns damit, an einigen Beispielen zu zeigen, dafs unsere 
Grundsätze keineswegs auf den Raum (im eigentlichen Sinne) 
beschränkt sind. Für den weiteren Fortschritt aber glaubten wir 
die Hilfe der Analysis in Anspruch nehmen zu sollen. Indessen 
stellt sich uns hier eine grofse Schwierigkeit entgegen. 

Zwar hat man schon seit langem die Analysis benutzt, um 
geometrische Eigenschaften aufisufinden und zu begründen. Aber 
bei der analytischen Geometrie sowohl des euklidischen wie der 
nicht-euklidischen Räume (im engern Sinne) pafst man die Ko- 
ordinaten den einzelnen Raumformen eng an, damit ihre Eigen- 
tümlichkeiten durch die Formeln schon zum deudichen Ausdruck 
kommen. In einer solchen Weise kann man aber die Koordinaten 
erst aufstellen, wenn man die charakteristischen Eigenschaften der 
Raumform kennt. Demnach ist dieser Weg hier ausgeschlossen, 
da die einzelnen Raumformen erst aufgefunden werden sollen. 
Wir müssen daher, wenn der Ausdruck gestattet ist, ein Koordi- 
natensystem zu Grunde legen, das sich für alle Raumformen in 
gleicher Weise eignet. Haben wir schon im fünften Abschnitt 
gesehen, welche Schwierigkeiten die Messung in der euklidischen 
Geometrie selbst dann noch bietet, wenn man ihre Eigenschaften 
als bekannt voraussetzt, so kann man ermessen, dafs der Über- 
gang von den allgemeinen Grundsätzen zur analytischen Darstellung 
nicht einfach sein kann. 

Andererseits besitzt die rechnende Methode ganz besondere 
Vorzüge. Fast bei allen Versuchen, die bisher angestellt sind, 
um von wenigen Annahmen aus durch blofse Überlegung zu den 
ersten Sätzen der Geometrie zu gelangen, hat man, ohne es zu 
bemerken, mehr in die Voraussetzungen hineingelegt, als sie 
wirklich enthalten. Diese Wahrnehmung machten wir schon auf 
den ersten Seiten des ersten Bandes, als wir die angeblichen 
Beweise des Parallelaxioms besprachen. An demselben Mangel 
kranken nahezu ohne Ausnahme die bisher angegebenen Methoden, 
die Existenz der Geraden und der Ebene aus der der Kugel her- 
zuleiten. Dieser Fehler trat uns auch in Überwegs und Tillys 
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Arbeiten (VII § 7 u. 8) entgegen. Bei der analytischen Behand- 
lung ist man in einer weit günstigeren Lage, weil im Verlaufe 
der Rechnung kein neues Moment hinzutreten kann. Das durch 
eine fehlerlose anal3^ische Herleitung gewonnene Resultat stützt 
sich» auf diejenigen Voraussetzungen, welche der Rechnung selbst 
zu Grunde liegen. Ein Fehler in einem analytisch durchgeführten 
Beweise wird, sobald er einmal nachgewiesen ist, allgemein an- 
erkannt; dagegen ist es schwer, jemanden davon zu überzeugen, 
dafs sich in seine begriffliche Entwicklung fremde Bestandteile 
eingemischt haben. 

Von diesem Gesichtspunkte aus ist es nur zu billigen, dafs 
Riemann und Helmholtz ohne vorangehende Prüfung auf die vor- 
liegende Frage die Analysis anwandten und dafs andere ihnen 
hierin nachgefolgt sind. Andererseits mufs man wünschen, die 
Erlauttheit der Rechnung in aller Strenge begründen zu können, 
wie dies in der euklidischen Geometrie von jeher Sitte gewesen 
ist. Da aber die Schwierigkeit dieser Aufgabe sehr grofs ist, 
haben wir einen Mittelweg eingeschlagen, indem wir nur die 
leitenden Gedanken angaben, ohne sie nach allen Richtungen hin 
durchzuführen. Auf diese Weise hoflFten wir dem Leser einen 
Einblick in die wesentlichsten Punkte zu ermöglichen, ohne seine 
Geduld zu sehr in Anspruch zu nehmen. Dabei mufsten wir 
ausdrücklich zwei Voraussetzungen beifügen, die sich unseren 
Grundsätzen in etwa anpassen, ihnen aber nicht nahe genug stehen, 
um ihnen zugezählt zu werden. Der angedeutete Beweis läfst 
sich aber erst dann zum vollen Abschlufs bringen, nachdem gewisse 
Untersuchungen, zu denen G. Cantor und Peano den Grund ge- 
legt haben, und die im ersten Bande (S. 168 — 172) erwähnt 
worden sind, eine Fortentwicklung gefunden haben. Aber Sv^lbst 
bei der unvollendeten Form, in der die Herleitung geboten wurde, 
tritt die nahe Beziehung der allgemeinen Raumformen zu den 
Lieschen Transformations-Gruppen deutlich zu Tage. Wir sind 
also berechtigt, die Theorie dieser Gruppen für unsern Zweck 
anzuwenden. Nur dürfen wir nicht vergessen, dafs die Herleitung 
der Grundgesetze für die Transformations-Gruppen mehrfach von 
Differentiationen Gebrauch macht; demnach müssen wir endlich 
noch annehmen, dafs die auftretenden Funktionen die ersten und 
zweiten Differentialquotienten nach den Variabein besitzen. 
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Der Nachweis derjenigen Sätze, auf denen die Theorie der 
Transformations-Gruppen beruht, ist nicht so einfach, dafs wir 
ihn hätten aufnehmen können. Wir mufsten uns also damit be- 
gnügen, diese Sätze in VIII § 1 rein historisch mitzuteilen, ohne 
in ihre Begründung einzugehen, und sie in § 2 durch Beispiele 
zu erläutern. Vielleicht wäre es besser gewesen, das ganze Ge- 
bäude in dem von Lie entwickelten Umfange als bekannt voraus- 
zusetzen; dann hätten die Beweise an Einfachheit und vielleicht 
an Strenge gewonnen. Zu einem solchen Verfahren haben wir 
uns aber nicht entschliefsen können und es vorgezogen, alle Sätze, 
deren wir weiter benötigten, in den §§ 3 — 6 herzuleiten. Da- 
durch wurden wir befähigt, die in § 10 angegebene Charakteri- 
sierung bei der Beschränkung auf drei- Variabele zu beweisen; 
auch konnten wir die Mängel würdigen, welche Lie in Helmholtz' 
Beweisverfahren gefunden hat; nur mufsten wir darauf verzichten. 
Lies Begründung seiner Axiome wiederzugeben. 

Die Anwendung der Transformations - Gruppe für unsere 
Theorie kann sich nach drei verschiedenen Richtungen hin er- 
strecken: an erster Stelle kann man von einer einzelnen Gruppe 
ausgehen und die ihr entsprechende Raumform untersuchen; zwei- 
tens könnte man versuchen, mit Hilfe der Transformations-Gruppen 
einen Überblick über alle Raumformen zu gewinnen; man kann 
drittens verschiedene Klassen von Raumformen mit einander ver- 
gleichen. Aufgaben der ersten Art haben wir mehrfach erledigt, 
indem wir die Eigenschaften einer Raumform vermittelst der zu- 
gehörigen Gruppe hergeleitet haben. Die zweite Aufgabe aber 
ist zu umfassend, als dafs sie, abgesehen von der Unmöglichkeit, 
sie mit den jetzt gebotenen Hilfsmitteln zu bewältigen, von uns 
hätte in Angriff genommen werden können. Was die dritte Art 
von Problemen betrifft, so erinnern wir unter anderem daran, 
dafs die Theorie der Transformations-Gruppen zuweilen Raum- 
formen, die scheinbar ganz verschiedener Natur sind, eng mit 
einander verknüpft. Betrachtet man z. B. statt des Punktes die 
Gerade oder die Ebene als Element im dreidimensionalen eukli- 
dischen Räume, so erhalten wir zwei neue Raumformen; ihre 
Verwandtschaft mit der ursprünglich gegebenen tritt uns analytisch 
in der Gleichartigkeit des Baues der zugehörigen Transforma- 
tions-Gruppen entgegen. Auch die parabolische, elliptische und 
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hyperbolische Geometrie dürfen; wie wir an zahlreichen früheren 
Stellen erkannt haben, als Glieder einer einzigen Klasse betrachtet 
werden. Schon der erste Band hat uns gezeigt, dafs wir ihrer 
analytischen Untersuchung dieselben Formeln zu Grunde legen 
dürfen, wofern wir darin eine gewisse Konstante, das Riemannsche 
Krümmungsmafs, aufnehmen ; einem positiven Werte dieser Kon- 
stante entspricht die elliptische, einem negativen die hyperbolische 
Geometrie, während diese Konstante für die parabolische Geo- 
metrie den Wert null annimmt. Auch die zu diesen drei Raum- 
formen gehörenden Gruppen kann man einheitlich darstellen, 
sobald man diese Konstante benutzt. 

Unter den Problemen der dritten Klasse besitzt eins ganz 
hervorragende Wichtigkeit, nämlich die Aufgabe, die drei eigent- 
lichen Raumformen allen anderen gegenüber zu charakterisieren. 
In dieser Hinsicht sind noch immer von hoher Bedeutung die 
Arbeiten von Helmholtz (VIII § 8) trotz der Mängel, die Lie in 
ihnen nachweisen konnte. Lie selbst hat uns mit zwei Lösungen 
(VIII § 9) bekannt gemacht, die beide grofse Vorzüge besitzen. 
Seine Axiome sind zunächst einfacher als die von Helmholtz auf- 
gestellten; sie reichen zudem vollständig aus, während jene noch 
Möglichkeiten zulassen, die ausgeschlossen werden sollen; endlich 
genügt Lies Beweisverfahren den Anforderungen der Strenge in 
vollem Mäfse. Auch gelingt es ihm, seine Axiome und seine 
Beweise auf jede beliebige Zahl von Dimensionen zu übertragen. 

Was uns an Lies Axiomen weniger gefällt, ist der gänzliche 
Mangel an Anschaulichkeit; die analytische Seite tritt vor der 
geometrischen gar zu sehr hervor. Seine Voraussetzungen für 
den dreidimensionalen Raum an der Erfahrung zu prüfen, ist selbst 
bei seiner zweiten Lösung ausgeschlossen. Bei seiner ersten 
Lösung, wo er nur mit Linien- und Flächenelementen operiert, 
fällt die geometrische Deutung ganz weg; aber es dürfte sogar 
schwer sein, in exakter Weise die Bedeutung der Axiome nach 
ihrer rein analytischen Seite hin anzugeben. Diese Aufgabe kann 
erst dann für erledigt angesehen werden, wenn die in dem Worte 
»Element« bezw. »unendlich klein« liegenden Grenzübergänge 
deutlich beschrieben sind. Das ist wenigstens bis jetzt noch nicht 
geschehen. 

Deshalb haben wir geglaubt, im letzten Paragraphen wenigstens 
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für drei Dimensionen ein System von Axiomen angeben zu sollen, 
das sich der Erfahrung durchaus anschliefst. Es ist sogar möglich, 
die neuen Voraussetzungen in einer Form auszusprechen, bei der 
die Worte Punkt, Linie und Fläche ganz vermieden werden und 
bei der nur von der Bewegung fester Körper die Rede ist; in- 
dessen haben wir es nicht für nötig gehalten, dies durchzuführen. 

In einem Punkte verlangen allerdings unsere Axiome mehr 
als die Lieschen; wir setzen nämlich die Transitivität der Gruppe 
von vornherein voraus, während sip von Lie aus seinen Voraus- 
setzungen hergeleitet wird. Dafs hierin bei unserm Ausgangs- 
punkte keine Beschränkung liegt, ist sofort klar. Indessen haben 
wir ausdrücklich unsere Grundsätze nur als erlaubt, nicht als not- 
wendig hingestellt. Man könnte daher denken, dafs man bei 
einem anderen Verfahren auch auf Raumformen geführt würde, 
denen intransitive Gruppen genügten. Aber das ist ausgeschlossen, 
weil die Aufstellung von Koordinaten irgend eine Messung vor- 
aussetzt, diese aber nur möglich ist, wenn die sämtlichen Wert- 
systeme eines Bereiches zu einander in Beziehung treten können, 
was bei den intransitiven Gruppen ausgeschlossen ist. Wir ver- 
mögen es daher nicht als einen wirklichen Vorzug anzusehen, dafs 
Lie die Transitivität nicht in die Axiome aufgenommen hat. 

Zum Schlufs möge noch folgende Bemerkung gestattet sein. 
Lie glaubt, durch seine erste Lösung das Problem für jede be- 
liebige Zahl von Dimensionen endgültig erledigt zu haben; das- 
selbe möchte er für den dreidimensionalen Raum in gewissem 
Sinne auch von seiner zweiten Lösung behaupten, während er 
für' eine gröfsere Zahl von Dimensionen nur zeigen will, dafs 
seine Voraussetzungen ausreichen, aber der Ansicht hinneigt, dafs 
sie noch überflüssige Elemente enthalten. Demgegenüber glaube 
ich, dafs die einfachste Lösung des vorliegenden Problems über- 
haupt noch nicht gefunden ist, und dafs es sich durchaus lohnt, 
nach einfacheren Axiomen zu suchen. Doch kann hier nicht der 
geeignete Ort sein, auf die Begründung meiner Ansicht ein- 
zugehen. 

<»"«> 
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gestellt und von G. Cantor in der Arbeit, Condensation der Singularitäten, 
math. Annalen B. 19, veröffentlicht. 

*) V § 5. S. 22. Über die Zerlegung flächengleicher Polygone in kon- 
gruente Flächen vergleiche man folgende Arbeiten: W. Bolyai, tentamen 
juventutem . . . introducendi, Maros Väsdrhelyini 1832 u. 1833; Ger wie n. 
Zerschneidung flächengleicher Polygone, Grelles Journal B. 10; Göpel, Teilung 
ebener Figuren, Grunerts Archiv B. 4; R6thy, endlich-gleiche Flächen, math. 
Ann. B. 38. Man vergleiche auch Paolis, elementi di Geometria, und Stolz, 
allgem. Arithmetik B. 1. 

*) V S 5. S. 23. Hierauf dürfte zuerst der Verf. hingewiesen haben, 
und zwar in einer Anzeige von Stolz' Arithmetik I (Schlömilchs Zeitschrift) 
und in seinen »nicht euklidischen Raumformencc (Leipzig 1885). In dem zuletzt 
genannten Werke ist bereits der hier durchgeführte Beweis kurz skizziert. 
Demselben Gedanken sind auch zwei kleinere Arbeiten gewidmet, eine von 
F. Schur, Berichte der Dorpater Naturf.-Gesellschaft, eine zweite von Stolz> 
Monatshefte für Math. u. Phys., B. 5; beide fuhren ein neues Axiom ein, 
ohne die Begründung zu versuchen. 

23* 
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*) V § 6. S. 32. Schwarz, sur une d^finition erronde des surfaces 
Brief an Hrn. Hermite, mitgeteilt in dessen Cours 1883 und in Schwarz' ge- 
sammelten Werken B. II). 

«) V § 6. S. 36. Auch die hier angegebene Methode, beliebige Körper 
zu messen, ist die Durchfuhrung eines bereits in meinen »nicht-euklidischen 
Raumformen« angegebenen Gedankens. 

') V § 10. S. 49. Für den Inhalt dieses Paragraphen kommen zahlreiche 
Arbeiten G. Cantors in Betracht, wenngleich hier nur die ersten Sätze seiner 
Theorie mitgeteilt werden konnten und alle tieferen Untersuchungen unbe- 
achtet bleiben mufsten. Man vergleiche folgende Arbeiten: Journal für die 
Math., B. 77, S. 268—262; B. 84, S. 242—258; math. Annalen: B. 4, S. 139 
—143; B. 6, S. 123—132; B. 15, S. 1—8; B. 17, S. 256—268; B. 20, S. 113 
—122; B. 21, S. 61—58 u. S. 545-591; B. 23, S. 463-488; B. 46, S. 480 
—504; B. 49, S. 207—246; Acta math. B. 2, S. 305—414; B. 4, S. 381—392; 
B. 7, S. 105 — 124. Die beiden letzten in den Annalen veröffentlichten Arbeiten 
konnten leider für die vorliegende Skizze nicht mehr benutzt werden. 

^) V § 11. S. 64. Man vergleiche eine kleine Programmarbeit: Einige 
Bedenken gegen Veroneses transfinite Zahlen (Münster 1895), sowie die Note : 
Über transfinite Zahlen, math. Ann. B. 48, S. 426—432. 

») V § 12. S. 59. Veronese, Fondamenti di Geometria (Padova 1891), 
auch in deutscher Übersetzung, besorgt von Schepp (Leipzig 1894); für den 
Inhalt des Paragraphen vergl. S. 67 — 166 der italienischen, S. 77 — 184 der 
deutschen Ausgabe. 

Levi-Civitä, Sugli infiniti ed infinitesimi attuali, Atti del R. Istituto 
Veneto, 1893. Auf einen bedenklichen Punkt der Veroneseschen Theorie 
weist Cantor, math. Ann. B. 46, S. 500, 501 hin. Hiergegen und gegen 
meine eben angeführte Programmarbeit wendet sich Veronese in dem Auf- 
satz: Intorne ad alcune asservazfoni sui segmenti infiniti e infinitesimi, math. 
Ann. B. 47, S. 423 — 432. Über die Veroneseschen Zahlen handelt auch 
Schön flies in einem Vortrage, den er auf der Mathematiker- Versammlung 
1896 gehalten hat. Wenn Herr Veronese in seiner neuesten Publikation, sul 
postulato della continuitä, Rendiconti dell' Accad. dei lincei, vol. VI p. 161 
— 168, einen Gegensatz zwischen Cantor, Schönflies und mir hinstellt, so 
dürfte er im Irrtum sein; speciell mit Herrn Cantor stimme ich vollständig 
überein. Auf den Inhalt dieser Arbeit, die erst nach dem Druck der ersten 
Bogen meines Buches erschienen ist, brauche ich nicht einzugehen. 

*") VI § 1. S. 73. Für den Inhalt dieses Paragraphen vergleiche man 
die früher citierten Arbeiten von Klein über die nicht-euklidische Geometrie 
im 4., 6. und 7. Bande der math. Annalen, sowie die im ersten Bande unter 
6. angeführten Abhandlungen Beltramis. Aufser den angeführten Arbeiten 
Kleins sind auch seine autographierten Vorlesungen über die nicht-euklidische 
Geometrie wohl zu beachten; bei der Herausgabe des ersten Bandes standen 
sie mir nicht zu Gebote und konnten deshalb nicht citiert werden. Ich möchte 
hier nur erwähnen, dafs diese Vorlesungen auch für die selbständige Be- 
gründung der Projektivität von Bedeutung sind. 
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1») VI § 2. S. 81. St au dt, Geometrie der Lage und Beiträge zur 
Geometrie der Lage; Klein, die früher angeführten Aufsätze. Eine sehr 
genaue Theorie liefert Pasch in seinen Vorlesungen über die neuere Geo- 
metrie (Leipzig 1882), sowie in zahlreichen späteren Aufsätzen, die in den 
math. Ann, veröffentlicht sind. Weiter vergleiche man: Schur, Über die 
Einführung der sogenannten idealen Elemente in die projektive Geometrie, 
math. Ann. B. 39; Burkhardt, die unter 1. citierte Arbeit, namentlich § 2 
derselben. 

**) VI § 3. S. 112. Das Schlufsresultat dieses Paragraphen war bereits 
angegeben in § 1 der Arbeit: Zur projektiven Geometrie, math. Ann. B. 43, 
S. 573 ff.; dort war ausdrücklich die Annahme gemacht, dafs alle projektiven 
Transformationen für einen fest gewählten Bereich eindeutige Resultate liefern. 
Das dort unter dieser Annahme für den eindimensionalen Raum gewonnene 
Ergebnis habe ich geglaubt, hier nicht wiederholen zu sollen 

1«) VI § 4 S. 112. Man vergleiche § 2 der Arbeit: Zur projektiven 
Geometrie, math. Ann. B. 43. In vieler Hinsicht wäre es besser gewesen, 
die §§ 5 u. 6 dem § 4 vorangehen zu lassen; da aber in § 6 einige Sätze 
über Transformations-Gruppen nicht wohl entbehrt werden können, welche 
mit dem in § 4 gegebenen Beweise besonders eng zusammenhangen, so schien 
es angebracht, diesen voranzustellen. 

") VI § 7. S. 156. Amodeo, quali possono essere i postulati fonda- 
mentali della Geometria proiettiva di uno Sr , Atti della R. Acc. delle Scienze 
di Torino, vol. XXVL 

Fano, sui postulati fondamentali della Geometria proiettiva in uno 
spazio lineare a un numero qualunque di dimensioni, Giomale di raatematiche, 
vol. XXX. 

^*) VII S 2. S. 171. Lindemann, Vorlesungen über Geometrie unter 
Benutzung der Vorträge von Clebsch. B. 2, S. 547, 548. 

Über den Inhalt dieses Paragraphen möchte ich noch bemerken, dafs 
manche Geometer glauben, die durch zwei Strahlen gebildete Figur nicht als 
Winkel bezeichnen zu dürfen, und deshalb dieser Figur einen eigenen Namen 
beilegen. 

»6) VII § 3. S. 181, 182, 183. Schotten, planimetrischer Unterricht 
B. 1, S. 261. 

Grelle, Zur Theorie der Ebene (Journal für Math. B. 45). 

Deahna, demonstratio theorematis, esse superficiem planam. Mar- 
burg 1837. 

»^) VII § 4. S. 190. Durch das hier angegebene Beispiel beweist 
Weierstrafs die Unrichtigkeit des sog. Dirichletschen Princips (Werke, B 2, 
S. 49—54). 

") VII § 4. S. 190. Bettazzi, il concetto di lunghezza e la retta, 
annali di matem. Se II. T. XX. 

19) VII § 6. S. 198. Wundt, Logik B. I. In den Darlegungen der 
ersten und der zweiten Auflage habe ich keinen wesentlichen Unterschied 
gefunden. 
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•«) VII § 7. S. 204. Überweg, Die Principien der Geometrie, wissen- 
schaftlich dargestellt; Archiv für Philologie und Pädagogik B. 17 (1851). Die 
fraozösische Übersetzung, welche Delboeuf verfaist und seinen Prol6gom^nes 
philosophiques de la g^om^trie (Li^ge 1860) beigegeben hat, fuhrt den Titel : 
Exposition scientifique des phncipes de la g^om^trie, pr^c^d^e d'une discussion 
sur le fondement de k certitude des propositions premi^res de cette science. 

Wegen der beabsichtigten Neubearbeitung vergleiche man die Erinne- 
rungen, welche Theod. Toeche der dritten Auflage des dritten Teiles von 
Überwegs Geschichte der Philosophie vorausschickt. 

Die erwähnten Arbeiten von Helmholtz sind unter 80. angegeben. 

'^) VII § 8. S. 208. Essai sur les principes fondamentaux de la G^o- 
m^trie et de la M^canique, par J. M. de Tilly, Bordeaux 1879. Meine Be- 
merkung (math. Ann. B. 85, S. 430), Tillys Voraussetzungen kämen darauf 
hinaus, zu fordern, dafs die entsprechende Transformations-Gruppe eine einzige 
wesentliche Invariante zwischen zwei Punkten hätte, ist nicht zutreffend; als 
ich sie machte, war es mir unmöglich, die Arbeit selbst einzusehen. Das 
Bedenken Lies, die Forderung der Stetigkeit habe keine Berechtigung, ehe der 
Raum als Zahlenmannigfaltigkeit vorausgesetzt werde, kann ich als berechtigt 
nicht anerkennen. 

") VII § 9. S. 214. Das Werk Veroneses wurde unter 9. angegeben; 
man vergleiche die Besprechung durch Schön flies (Göttinger Anzeigen 
1896). Für den Wortlaut habe ich geglaubt mich ganz an die Übersetzung 
des Herrn Schepp aaschliefsen zu sollen, auch da, wo ich eine andere Fassung 
gern vorgezogen hätte. 

Wenn Veronese meint. Klein habe zuerst den Unterschied zwischen den 
beiden Formen des Riemannschen Raumes angegeben, so ist er in einem 
Irrtum, der um so weniger verstanden werden kann, da er meine beiden Ar- 
beiten im 86. und 89. Bande des Journals erwähnt und auf Kleins Arbeit im 
87. Bande der Annalen hinweist. 

•*) VIII § 1. S. 243. Nachdem Lie die Theorie der Transformations- 
Gruppen in zahlreichen Abhandlungen begründet hatte, hat er die Ergebnisse 
seiner Forschung in dem dreibändigen Werke: Theorie der Transformations- 
Gruppen, bei dessen Abfassung ihn Engel unterstützt hat, vereinigt (Leipzig 
1888, 1890, 1893). 

'«) VIII S 3. S. 264. Über die Invarianten im weiteren Sinne vergleiche 
man S. 218 — 220 im ersten Bande von Lies Werk, sowie meine Arbeit: Er- 
weiterung des Begriffs der Invarianten von Transformations-Gruppen (math. 
Annalen B. 36, S. 423 ff.). 

'») VIII S 4. S. 270. Lie hat bereits in den Leipziger Berichten (Okt. 
1890) und dann im dritten Bande seines grofsen Werkes alle Invarianten be- 
stimmt, welche eine transitive Gruppe in drei Variabein zwischen zwei Wert- 
systemen besitzen kann, falls alle ihre Invarianten auf eine einzige zurückgeführt 
werden können. Die vorliegende Aufgabe geht insofern weiter, als ich zu- 
lasse, dafs in der Gruppe noch andere Invarianten vorkommen; dagegen 
bestimme ich die Form der Invariante nur unter der Annahme, dafs die beiden 
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Wertsysteme unendlich wenig von einander verschieden sind, während Lie 
diese beschränkende Annahme nicht macht. 

*«) VIII § 6. S. 296. Die Aufgabe, alle Gruppen zu bestimmen, welche 
einer in den Differentialen quadratischen Gleichung genügen, hat Lie vor 
langem unter der Bedingung gelöst, dafs bei der Ruhe eines Punktes die von 
ihm ausgehenden Differentiale auf die allgemeinste Weise in einander trans- 
formiert werden; meine Herleitung geht von einer anderen Forderung aus. 

Wenn wir auch in 15. die Behandlung einiger specieller Fälle dem Leser 
überlassen durften, so dürfte es doch angebracht sein, die entsprechenden 
Gruppen wenigstens mitzuteilen. Wir setzten bei unserer Herleitung voraus, 
dafs keine der Gröfsen c^ c^ — ö'^ c^ + c^ — Cy c« + c^ — ^ gleich null 
ist. Damit aber eine dieser Gröfsen verschwindet, mufs ao entweder gleich 

— 2äi oder = — (o oder «« - oder = 2ce> oder = «w oder a» sein. Nun 

2 

zeigt man leicht, dafs in den drei ersten Fällen die angegebene Form unge- 
ändert bleibt. Für ao = 2a> gelten folgende Beziehungen: 

(S'S) = wS\ (a^S) = vwQiy, (diS') =3 aQ.2, (a,S') = - ctida, (Q,S') = 0, 

(Q2a8) = o, (QiCi8)=o, (aia8)-2bQ.8; 

die Gruppe wird durch die fünf Transformationen erzeugt: . 

Pi ■— 2bx8p8, ps, ps, öixipi + 20X2P2 + So^XsPs, axip, +(a>x, + abx;)p8. 
Wird ao = cü, so erhält man für die Kombinationen folgende Gesetze : 

(Q.vS)=(v-i)ö>av, (aiS')=aa, + bS', (a,s')=a>a8, (Q.8S) = o, 
(a»a8)-o, (aia2)-caj + 2es', (ai(i8)«(c+b)(i8. 

Um die Komponenten der infinitesimalen Transformationen aufzustellen, 
beachte man, dafs S und S' von der ersten Ordnung sind, also den Nullpunkt 
io Ruhe lassen; dadurch wird man auf folgende Ausdrücke gefuhrt: 

Q.8 = P8, Q.2 =* P2, Qi =» Pi — (h + c) paXs — cpax, + a>ex|p8 — 2eAp2Xa, 

S = ÖipjXg + 2(öp8X8, S' = — (üp8Xg + Apg, 

wo A eine blofse Funktion von Xi ist, welche der Differentialgleichung genügt : 

dA 

j — Kc — b) A + 2eA* == a, und für Xi = verschwindet. 

Endlich ergeben sich für ao«-0 folgende Relationen: 
(avS)=-(v-2)a»Q.v, (CLiS') = 2aQ8, (a,S')=«-ö>(l8, (a8S') = 0, 

(Q.,ai)=bai, (Q8a2)=bQ8, (ai(i8) = ^*^a2, 

denen für <w =» — 1 die Transformationen entsprechen : 

bx 
Qjj = P8, Q.9 »« P2 + bx8p8, dl = e » pi + 2abx2p8 + ab«x Jp8, 

S = xipi — X8P8, S' = abxfpi+2axip, +F(e '^* — i)pa. 

Alle diese Gruppen haben die Eigenschaft, dafs bei der Ruhe des Null- 
punktes die Ebene Xi«-0 in sich bewegt wird; demnach brauchen wir in 
§ 10 auf sie keine Rücksicht zu nehmen. Ebenso dürfen wir in $ 10, 6 die 
zweite in § 6, 19 mitgeteilte Gruppe ausschliefsen, da erstens bei der Ruhe 
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des Nullpunktes die Ebene aiXt + ^s^t + ^8^8 ^Q sich verschoben wird und 
zweitens die quadratische Form in zwei Faktoren zerfällt. 

»^) VIII § 7. S. 314. Über diejenigen Axiome, welche man durch Ein- 
führung der Koordinaten macht, handelt die unter 1. erwähnte Arbeit von 
Burkhardt. 

'8) VIII § 7. S. 315. Die folgende Darlegung ist eine Umarbeitung des 
ersten Paragraphen meiner Programmarbeit: Erweiterung des RaumbegrifFes 
(Braunsberg 1884). Wenn ich auch auf die Kritik des Herrn Lie, die er an 
meinen Arbeiten ausübt, in ihren Einzelheiten nicht eingehen mag, da ich 
einerseits darin die (vielleicht unbewufste) Absicht sehen mufs, das von mir 
Geleistete zu verkleinern, andererseits einen Mann, der in Kleins Entdeckungen 
nur die Popularisierung eines Cayleyschen Gedankens erblickt, für einen kom- 
petenten Beurteiler nicht halten kann, so mufs ich doch der Besprechung dieser 
Arbeit, bei deren Abfassung mir Lies Untersuchungen über die Transformations- 
Gruppen ganz unbekannt waren, einige Worte widmen. Die allgemeine Theorie 
des Raumes hatte mich auf die Transformations-Gruppen geführt, und es war 
mir gelungen, mehrere Grundgesetze der Theorie selbständig zu finden. Als 
mich Herr Klein auf Lies Arbeiten verwies, sah ich, dafs mir der norwegische 
Gelehrte nicht blofs in der Zeit vorangegangen war, sondern mich auch in 
der Bewältigung des Stoffes weit überholt hatte. In der Freude darüber, dafs 
hierdurch auch die allgemeine Theorie der Raumformen sehr gefördert war, 
erklärte ich, dafs der Inhalt mehrerer Paragraphen meiner Arbeit zuvor von 
Lie gefunden sei. Diese Erklärung war ungenau und mufste deshalb später 
dahin richtig gestellt werden, dafs einige darin enthaltene kleinere Einzelheiten 
zuerst von mir angegeben seien. So war dort der Satz mitgeteilt, dafs jede 
Gruppe, die von mehr als drei Parametern abhängt, vertauschbare Transfor- 
mationen enthält. Für diesen Satz, der doch auch in meiner ersten Erklärung 
Herrn Lie beigelegt war, giebt dieser meine Priorität ausdrücklich zu. Von 
den übrigen darin enthaltenen, mir eigentümlichen Sätzen behauptet er aber, 
sie seien ausnahmslos falsch. Um das zu beweisen, ersetzt er das von mir 
gebrauchte Wort Raumform durch Transformations-Gruppe und stellt Gruppen 
auf, für welche die von ihm mitgeteilten, mir zugeschriebenen Sätze nicht 
gelten. Dieser Beispiele hätte es aber nicht bedurft; es genügte, darauf hin- 
zuweisen, dafs die Sätze nur auf transitive Gruppen führen. Darin liegt aber 
auch der Grund für den Irrtum des Herrn Lie. Ich habe nirgends Raum- 
formen und Transformations-Gruppen identifiziert, vielmehr ausdrücklich her- 
vorgehoben, dafs zur Darstellung der Raumforraen nur transitive Gruppen 
geeignet seien. Meine Sätze betreffen Raumformen, sollen also für intransitive 
Gruppen, aus denen Lie seine Beispiele entnimmt, gar nicht gelten. Dabei 
kann ich nur meine Freude darüber ausdrücken, dafs Lie die Sätze selbst jetzt 
noch nicht kennt, da ich glaube, dafs sie einige Wichtigkeit besitzen; fiir drei 
Variabele habe ich sie in VIII § 6, 18 wieder mitgeteilt. 

29) VIII § 7. S. 324. Diese Beispiele sind von Lie angegeben, um die 
Unrichtigkeit gewisser von Helmholtz gemachten Angaben zu beweisen. Ich 
darf wohl erwähnen, dafs die Gleichung (27) auf S. 469 des dritten Bandes 
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von Lies Werk durch einen Druckfehler entsteUt ist; die richtige Form findet 
man im vorliegenden Werke auf S. 327 unter (11). 

80) VIII S 8 S. 329. Über die Grundlagen der Geometrie handelt Helm- 
holtz aufser in einigen populär - wissetischaftlichen Vorträgen in den Ab- 
handlungen: 

a) Über die thatsächlichen Grundlagen der Geometrie; Verhandlungen 
des naturhist.-mediz. Vereins zu Heidelberg, 1866. 

b) Über die Thatsachen, die der Geometrie zum Grunde liegen ; Göttinger 
Nachrichten 1868. 

c) Über den Ursprung und Sinn der geometrischen Sätze, in englischer 
Übersetzung im »Mind« 1879 veröffentlicht. 

Diese drei Aufsätze sind mit kleineren späteren Zusätzen in den zweiten 
Band der wissenschaftlichen Abhandlungen (S. 610 — 662) aufgenommen. 

Die geometrischen und mechanischen Anschauungen Helmholtz' hat 
Königsberger vor kurzem in einer eigenen Schrift behandelt. 

Lies Kritik findet man u. a. im dritten Bande seines grofsen Werkes. 

3») VIII § 9. S. 336. Lies Untersuchungen sind zuerst in den Leipziger 
Berichten und dann im dritten Bande seiner Theorie der Transformations- 
Gruppen mitgeteilt. 

8*) VIII § 10. S. 340. Ich verweise auf meine Abhandlung: Über die 
Grundlagen der Geometrie, im 109. Bande des Journals. Die in dieser Arbeit 
angegebene Charakterisierung der eigentlichen Raumformen reicht nicht für 
jede Zahl von Dimensionen aus, wie das auf S. 346 mitgeteilte Beispiel zeigt ; 
dafs mein Beweis nicht befriedigen konnte, hat bereits Lie hervorgehoben. 
Dabei bemerke ich, dafs mir bei ihrer Abfassung Lies in den Leipziger Be- 
richten erschienene Arbeiten unbekannt waren, dafs wahrscheinlich auch seine 
letzte darauf bezügliche Arbeit (vom Okt. 1890) überhaupt noch nicht er- 
schienen war. 
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